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Résumé
On onsidère un groupe algébrique linéaire onnexe G déni sur un orps de nombres k.
On établit une suite exate dérivant l'adhérene du groupe G(k) des points rationnels de G
dans le groupe des points adéliques de G. On en déduit que le défaut d'approximation forte
sur G est mesuré par le groupe de Brauer algébrique de G via l'obstrution de Brauer-Manin
entière. On montre aussi que l'obstrution de Brauer-Manin entière sur un torseur sous G est
la seule obstrution à l'existene d'un point entier sur e torseur. On obtient enn une suite
exate (non-abélienne) de type Poitou-Tate pour la ohomologie galoisienne du groupe G. Les
ingrédients prinipaux pour la preuve de es résultats sont les théorèmes de dualité loale et
globale pour les omplexes de k-tores de longueur deux et les appliations d'abélianisation en
ohomologie galoisienne dénies par Borovoi.
Abstrat
Let G be a onneted linear algebrai group over a number eld k. We establish an exat
sequene desribing the losure of the group G(k) of rational points of G in the group of
adeli points of G. This exat sequene desribes the defet of strong approximation on G in
terms of the algebrai Brauer group of G. In partiular, we dedue from those results that
the integral Brauer-Manin obstrution on a torsor under the group G is the only obstrution
to the existene of an integral point on this torsor. We also obtain a non-abelian Poitou-Tate
exat sequene for the Galois ohomology of the linear group G. The main ingredients in
the proof of those results are the loal and global duality theorems for omplexes of k-tori of
length two and the abelianization maps in Galois ohomology introdued by Borovoi.
1 Introdution
Soit k un orps de nombres d'anneau des entiers Ok, Ωk l'ensemble des plaes de k, et k une
lture algébrique de k. Si v est une plae de k, on note kv le omplété de k en v, et Ov l'anneau
des entiers de kv. Par onvention, on appelle k-groupe algébrique un shéma en groupes de type
ni sur Spe k (un tel shéma en groupes est néessairement séparé, voir [DG70℄, exposé VI
A
,
setion 0.2) ; pour un tel groupe G, on note indiéremment H0(k,G) ou G(k) l'ensemble des k-
points de G. Si G/k est un groupe algébrique, on se donne un shéma en groupes séparé G sur
un ouvert U (non vide) de Spe(Ok), tel que la bre générique de G soit isomorphe à G, et on
dénit P 0(k,G) :=
∏′
v∈Ωk
H0(kv, G) omme étant le produit restreint des groupes H
0(kv, G) (ave
la onvention que si v est une plae arhimédienne, H0(kv, G) désigne le groupe des omposantes
onnexes de G(kv)) par rapport aux sous-groupes H
0(Ov,G ). L'ensemble P
0(k,G) ainsi obtenu
est indépendant du modèle G hoisi. On munit e groupe de sa topologie de produit restreint,
que l'on appelle indiéremment topologie adélique ou topologie forte. On s'intéresse à l'adhérene
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forte de G(k) dans P 0(k,G) : étant donnée une partie P de P 0(k,G), on note P l'adhérene de
P dans P 0(k,G) muni de ette topologie adélique. On herhe notamment à déterminer l'adhé-
rene G(k).
∏
v∈S0
H0(kv, G) dans P
0(k,G), où S0 est un ensemble ni de plaes de k (on doit
enlever un ertain nombre de plaes de k, omme 'est le as dans le théorème d'approxima-
tion forte pour les groupes semi-simples simplement onnexes : voir [PR94℄, théorème 7.12 ) ; ii,
G(k).
∏
v∈S0
H0(kv, G) désigne exatement l'ensemble des produits d'un élément de G(k) par un
élément de
∏
v∈S0
H0(kv, G) dans P
0(k,G) (ou de façon équivalente le sous-groupe engendré par
de tels produits : on montre en eet failement que l'ensemble des produits est un sous-groupe
de P 0(k,G)). On va dérire ette adhérene en termes du groupe de Brauer ohomologique de G,
déni par Br(G) := H2
ét
(G,Gm) ; on dénit aussi le groupe de Brauer algébrique de G par la for-
mule Br1(G) := Ker(Br(G)→ Br(G)), G désignant le k-groupe obtenu à partir de G par extension
des salaires de k à k. Enn on onsidère souvent le groupe quotient Bra(G) := Br1(G)/Br(k)
(que l'on identiera, via la setion unité de G, au sous-groupe de Br1(G) formé des éléments
nuls sur l'unité de G), et ses sous-groupes nis B(G) := Ker(Bra(G) →
∏
v∈Ωk
Bra(G ×k kv)) et
Bω(G) := {A ∈ Bra(G) : Av = 0 ∈ Bra(Gv) pour presque toute plae v}. On utilise également les
notations usuelles suivantes : si H est un k-groupe algébrique (non néessairement ommutatif), et
i = 0 ou 1, on note Hi(k,H) := Hi(Γk, H(k)) l'ensemble de ohomologie galoisienne (voir [Ser94℄,
I.5.1), et on dénit les ensembles suivants :
X
i(k,H) = Xi(H) := Ker
(
Hi(k,H)→
∏
v∈Ωk
Hi(kv, H)
)
L'ensemble X
1(k,H) est ni, et dans le as où le groupe H est ommutatif, le groupe X1(k,H)
est le groupe de Tate-Shafarevih du groupe H .
Rappelons également que si A est un groupe topologique abélien, on note AD le groupe des
morphismes de groupes ontinus A → Q/Z. On munit e groupe AD de la topologie ompate-
ouverte.
On rappelle enn qu'un k-groupe semi-simple est dit presque k-simple lorque e groupe n'a pas
de k-sous-groupe fermé distingué non trivial de dimension stritement positive. Ave es notations,
l'un des résultats prinipaux de e texte est alors le suivant :
Théorème (Théorème 3.19). Soit G/k un groupe algébrique rédutif 1. Soit S0 un ensemble ni de
plaes de k. On note Gs le revêtement simplement onnexe du groupe dérivé de G et ρ : Gs → G le
morphisme naturel. On suppose que (Gs)iS0 est non ompat pour tout k-fateur presque k- simple
(Gs)i de Gs. Il existe une bijetion fontorielle B(G)D ∼= X1(k,G) qui munit le seond ensemble
d'une struture de groupe abélien. Alors l'adhérene G(k).ρ(GsS0 ) est un sous-groupe distingué de
P 0(k,G), et on a une suite exate de groupes, fontorielle en G :
1→ G(k).ρ(GsS0 )→ P
0(k,G)
θ
−→ (BraG)
D →X1(k,G)→ 0
Les èhes apparaissant dans ette suite sont les morphismes suivants : la première èhe est
l'injetion évidente, la deuxième, notée θ, provient de l'aouplement de Brauer-Manin P 0(k,G)×
Br(G)→ Q/Z dont on rappelle la dénition à la setion 3.2, et la dernière èhe est la omposée du
morphisme dual de l'injetion naturelle B(G) → BraG ave l'isomorphisme anonique de groupes
abéliens B(G)D ∼= X1(k,G) (voir par exemple le théorème 8.5 de Sansu dans [San81℄).
L'un des ingrédients de la preuve de e résultat est le théorème d'approximation forte (voir
théorème 7.12 de [PR94℄, et début de la setion 3.2), dû notamment à Kneser et Platonov, et qui
onerne les groupes semi-simples simplement onnexes.
Ce résultat généralise aux groupes rédutifs quelonques les résultats réents suivants :
1
par onvention, dans tout e texte, "rédutif" signie "rédutif onnexe", suivant la dénition de [DG70℄, Exposé
XIX, 1.6.
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 Le théorème 4.5(b) de [CTX09℄, dû à Colliot-Thélène et Xu Fei, qui traite le as où le groupe
G est semi-simple, et qui donne dans e as les trois premiers termes de la suite exate du
théorème.
 Le résultat réent de Harari (théorème 2 de [Har02℄), qui traite du défaut d'approximation
forte pour les k-tores (et plus généralement pour les 1-motifs) : le lien entre e théorème
de Harari et elui que l'on se propose de démontrer provient de l'isomorphisme lassique
Bra(T ) ∼= H2(k, T̂ ) pour un k-tore T (voir [San81℄, lemme 6.9.(ii)).
En outre, la preuve proposée ii n'est pas un dévissage à partir de es résultats : on les redémontre
au passage. Dans la setion 3.4, on mentionne une autre preuve d'une partie du résultat prinipal
par dévissage et rédution au as des tores et au théorème 2 de [Har02℄.
Remarque 1.1.  Le groupe BraG apparaissant dans e résultat est en général inni ('est
déjà le as pour un tore ou pour un groupe semi-simple non simplement onnexe). Par
onséquent, e résultat sous ette forme ne fournit pas un algorithme permettant de déider
en un nombre ni d'étapes si un point adélique est dans l'adhérene de G(k).ρ(GsS0 ) ou non.
Cependant, d'après la remarque due à Colliot-Thélène à la n de [Har02℄, si l'ensemble X (O)
est vide, seul un nombre ni d'éléments de Br1(X) est néessaire pour obtenir une obstrution
de Brauer-Manin entière. On peut alors se demander si l'on peut déterminer de façon eetive
un sous-groupe ni de Br1(X) qui sut. Des résultats ont été obtenus réemment par Xu Fei
et Wei Dasheng (voir [WX09℄) dans ette diretion, en e qui onerne les groupes de type
multipliatif.
 Des généralisations des tehniques utilisées ii permettent d'étendre les théorèmes énonés
à des espaes homogènes de groupes onnexes à stabilisateurs onnexes ou abéliens : le as
des espaes homogènes de groupes semi-simples simplement onnexes est traité par Colliot
Thélène et Xu Fei dans [CTX09℄, et on peut étendre es résultats à des espaes homogènes
de groupes linéaires onnexes quelonques. On relie le défaut d'approximation forte sur de
tels espaes homogènes à un ertain sous-groupe de leur groupe de Brauer, pouvant ontenir
des éléments transendants ('est-à-dire des éléments du groupe de Brauer qui ne deviennent
pas triviaux quand on étend les salaires à une lture algébrique). Ces généralisations seront
traitées dans un prohain texte.
On déduit de e résultat sur le défaut d'approximation forte de nouvelles estimations sur le
nombre de lasses d'un groupe rédutif (voir setion 4).
Les preuves de es résultats reposent sur les théorèmes de dualité pour l'hyperohomologie des
omplexes de tores de longueur 2 obtenus dans [Dem09℄. On déduit également de es théorèmes de
dualité une version de la suite de Poitou-Tate, pour la ohomologie (non-abélienne) d'un groupe
linéaire onnexe, qui prolonge la suite exate de Kottwitz-Borovoi (voir [Bor98℄, théorème 5.15).
On rappelle que UPi(G) est déni omme le omplexe de modules galoisiens (en degrés −1 et 0)
UPi(G) := [k(G)∗/k
∗
→ Div(G)]
qui est quasi-isomorphe au dual du omplexe de k-tores [T sG → TG] par le orollaire 2.20 de
[BvH09℄ (TG et T
s
G sont des tores maximaux de G
red
et Gs). Dans l'énoné suivant, H2(k,G)
désigne l'ensemble de ohomologie non abélienne, déni dans [FSS98℄, setion 1 ou dans [Bor93℄,
et ∼ est une ertaine relation d'équivalene sur H2(k,G) :
Théorème (Théorème 5.1). Soit G/k un groupe linéaire onnexe.
 Alors on a une suite exate naturelle d'ensembles pointés (la première ligne est une suite
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exate de groupes), fontorielle en G :
(BraG)
D

P 0(k,G)oo P 0(k,G)Braoo 0oo
H1(k,G) // P 1(k,G) // (Pi G)D

0 (k[G]∗/k∗)Doo
⊕
v∈Ωk
H2(kv, G)/ ∼oo H2(k,G)/ ∼oo
 Si de plus G vérie que GiS0 :=
∏
v∈S0
Gi(kv) est non ompat pour tout k-fateur presque
k-simple Gi de Gs, alors on peut identier P 0(k,G)Bra à GsuS0 G(k).
 Dans tous les as, on dispose de la suite exate duale de groupes abéliens :
0 // Ĝ(k)∧ //
(∏′
Ĝ(kv)
)∧
// H2
ab
(k,G)D

H1
ab
(k,G)D

∏
v∈Ωk
Pi(Gv)oo Pi(G)oo
Bra(G) //
(∏′
v Bra(Gv)
)
tors
//
(
H0
ab
(k,G)D
)
tors

0 Ker(ρ)(k)Doo P2(k,UPi(G))oo H2(k,UPi(G))oo
où le produit restreint
∏′
v Bra(Gv) est onsidéré par rapport aux sous-groupes H
1(Ov, [T̂G →
T̂ sG ]).
Le plan de e texte est le suivant : on montre d'abord à la setion 2 un résultat onernant
l'approximation forte pour les omplexes de tores à l'aide des théorèmes de dualité de [Dem09℄.
Puis grâe aux tehniques d'abélianisation de Borovoi, et à l'aide du théorème d'approximation
forte, on dérit le défaut d'approximation forte pour les groupes rédutifs dans le as non ompat,
en terme d'obstrution de Brauer-Manin (voir setion 3.2). Ensuite, on donne des appliations
de es résultats, ave notamment des estimations sur le nombre de lasses d'un groupe rédutif
(setion 4). Enn, on démontre à la setion 5 l'existene d'une suite de Poitou-Tate non abélienne
pour un groupe rédutif qui généralise la suite de Poitou-Tate pour les tores et qui prolonge la suite
exate de Kottwitz-Borovoi (voir [Bor98℄, théorème 5.15). On termine e texte par une appliation
onernant l'obstrution de Brauer-Manin entière sur un espae prinipal homogène sous un groupe
algébrique onnexe (setion 6).
Remeriements Je remerie très haleureusement David Harari pour son aide et sa patiene.
Je remerie également Mikhail Borovoi, Jean-Louis Colliot-Thélène et Philippe Gille pour leurs
préieux ommentaires.
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2 Approximation forte pour les omplexes de tores
Dans ette partie, étant donné un omplexe C = [T1
ρ
−→ T2] de k-tores, on dérit l'adhérene
de H0(k, C) dans P0(k, C) :=
∏′
v H
0(kv, C) pour la topologie de produit restreint (le produit
restreint est pris par rapport aux sous-groupes H0(Ov,C )).
Dans toute ette setion, C = [T1
ρ
−→ T2] est un omplexe de tores sur k qui s'étend en un
omplexe de tores C = [T1
ρ
−→ T2] sur U = Spe Ok,S , S étant un ensemble ni de plaes de k.
Dans toute la suite, on supposera le noyau Ker(ρ) du morphisme de k-tores ni. On renvoie à
[Dem09℄ pour les généralités sur l'hyperohomologie des omplexes de tores.
Lemme 2.1. Soit v une plae hors de S. On note H0r(kv, C) := H
0(kv, C)/H
0(Ov,C ).
Alors H0r(kv, C) est un groupe disret, i.e. le sous-groupe H
0(Ov,C ) est ouvert dans H
0(kv, C).
Démonstration : On onsidère le diagramme ommutatif suivant :
H0(Ov,T1) //

H0(Ov,T2) //

H0(Ov,C ) //

H1(Ov,T1) = 0

H0(kv, T1) //

H0(kv, T2) //

H0(kv, C) //

Q

// 0
H0r (kv, T1)
//

H0r (kv, T2)
//

H0r(kv, C)
//

Q

0 0 0 0
où Q est un sous-groupe ni (sous-groupe de H1(kv, T1)). Le groupe H
1(Ov,T1) est trivial par le
théorème de Lang, après restrition à la bre spéiale de Spe(Ov). Les olonnes de e diagramme
sont exates par dénition, et les deux premières lignes sont exates. Une hasse au diagramme
assure l'exatitude de la suite suivante :
H0r (kv, T1)→ H
0
r (kv, T2)→ H
0
r(kv, C)→ Q→ 0
Or les deux premiers groupes de ette suite sont disrets, et le groupe Q est ni, don ela assure
que le groupe H0r(kv, C) est disret.
Notons P0S(C) :=
∏′
v/∈S H
0(kv, C)
Lemme 2.2. L'image de H0(k, C) dans P0S(C)/
∏
v/∈S H
0(Ov, C) =
⊕
v/∈S H
0
r(kv, C) est d'indie
ni.
Démonstration : On sait déjà que e résultat est vrai pour un tore (voir [Har08℄, lemme 3). On a
un diagramme ommutatif à lignes exates (voir preuve du lemme 2.1 pour la seonde ligne) de la
forme :
H0(k, T2) //

H0(k, C)
h //
f

H1(k, T1)
g

// H1(k, T2)
⊕
v/∈SH
0
r (kv, T2) //
⊕
v/∈S H
0
r(kv, C)
h′ //⊕
v/∈S H
1(kv, T1) //
⊕
v/∈S H
1(kv, T2)
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On sait que le onoyau du morphisme g est ni : en eet, via la suite exate de Poitou-Tate pour T1
(voir [HS05℄, théorème 5.6 ou [Dem09℄, théorème 6.1), on sait que le onoyau de g′ : H1(k, T1) →⊕
v∈Ωk
H1(kv, T1) s'identie à un sous-groupe de H
1(k, T̂1)
D
, don Coker(g′) est ni, et don
Coker(g) aussi puisque e dernier est un quotient de Coker(g′).
On s'intéresse au diagramme suivant, à lignes exates :
0 //
Ker h //
f ′

H0(k, C) //
f

Im h //
g˜

0
0 //
Ker h′ //
⊕
v/∈S H
0
r(kv, C) // Im h′ // 0
On va montrer que les onoyaux de g˜ et de f ′ sont nis. Pour g˜, ela résulte de la nitude
du noyau de H1(k, T2) →
⊕
v/∈S H
1(kv, T2) (ette nitude est une onséquene de la nitude de
X
1
ω(k, T2)) et de la nitude du onoyau de g, par le lemme du serpent. Pour f
′
, 'est une onsé-
quene direte de la nitude du onoyau du morphisme H0(k, T2)→
⊕
v/∈S H
0
r (kv, T2) (qui est une
onséquene de la nitude du nombre de lasses de T2 : voir [PR94℄, théorème 5.1). On applique
alors le lemme du serpent au diagramme préédent pour montrer que Coker f est ni.
Proposition 2.3. Pour un ouvert U de Spe(Ok) assez petit, on a une suite exate (fontorielle
en C)
H0(U,C )→ H0(k, C)→
⊕
v/∈S
H0r(kv, C)
Démonstration : Cette suite est lairement un omplexe. Pour l'exatitude, on s'intéresse au
diagramme ommutatif à lignes exates suivant :
H0(U,T1) //

H0(U,T2) //

H0(U,C ) //

H1(U,T1) //

H1(U,T2)

H0(k, T1) //

H0(k, T2) //

H0(k, C) //

H1(k, T1)

// H1(k, T2)
⊕
v/∈S H
0
r (kv, T1) //
⊕
v/∈S H
0
r (kv, T2) //
⊕
v/∈S H
0
r(kv, C) //
⊕
v/∈S H
1(kv, T1)
L'exatitude de la troisième ligne de e diagramme a été montrée dans la preuve du lemme 2.1. On
sait également que la deuxième olonne est exate. Enn, la quatrième olonne de e diagramme
est aussi exate par le théorème A.8 de [GP08℄.
Or, pour U assez petit, le morphisme H1(U,T2) → H1(k, T2) est injetif (voir le orrigenda
de [HS05℄). Une hasse au diagramme dans (2) assure alors que l'exatitude de la suite de la
proposition (i.e. de la troisième olonne) est une onséquene de la surjetivité du morphisme
H0(k, T1) →
⊕
v/∈SH
0
r (kv, T1). Or ette surjetivité est elle-même une onséquene de la nitude
du nombre de lasses d'un tore (voir théorème 5.1 de [PR94℄), quitte à augmenter S, i.e. quitte à
réduire U .
Corollaire 2.4. La suite suivante est exate :
H0(U,C )∧ → H0(k, C)∧ →
(⊕
v/∈S
H0r(kv, C)
)∧
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Démonstration : C'est une onséquene direte du lemme 2.2 et de la proposition 2.3 (voir preuve
du orollaire 1 de [Har08℄).
Notons désormais P0S(C ) :=
∏
v∈S H
0(kv, C)×
∏
v/∈S H
0(Ov,C ).
Proposition 2.5. Pour U assez petit, on a une suite exate, fontorielle en C :
H0(U,C )∧ → P0S(C )
∧ θ−→ H1(k, Ĉ)D
Démonstration : On onsidère le diagramme suivant :
H0(U,C )∧ //

P0S(C )
∧ θ //
i

H1(k, Ĉ)D
=

H0(k, C)∧ //

P0(C)∧
θ //

H1(k, Ĉ)D
(⊕
v/∈S H
0
r(kv, C)
)∧ ∼= // (⊕
v/∈S H
0
r(kv, C)
)∧
La deuxième ligne de e diagramme est exate (extraite de la suite de Poitou-Tate pour C : voir la
deuxième ligne de la suite exate du théorème 6.1 de [Dem09℄), ainsi que la première olonne (voir
le orollaire préédent). La deuxième olonne est lairement un omplexe. Il sut don de montrer
l'injetivité de l'appliation i : P0S(C )
∧ → P0(C)∧. Pour ela, grâe à la preuve du lemme 5.21 de
[Dem09℄, on sait que le morphisme P0(C)∧ → P
0(C)∧ est injetif, don il sut d'avoir l'injetivité
de P0S(C )
∧ → P0(C)∧.
Montrons l'injetivité de P0S(C )∧ → P
0(C)∧, à la manière du lemme 5.15 de [Dem09℄, à la
diérene qu'ii il est néessaire d'avoir reours à la ohomologie plate : la preuve du lemme 5.15
de [Dem09℄ assure qu'il sut, en onsidérant le triangle exat suivant
C
n
−→ C → C ⊗L Z/n→ C [1]
de montrer que pour toute plae v hors de S et pour tout entier n non-nul, le morphisme
H0
fppf
(Ov,C ⊗
L Z/n)→ H0
fppf
(kv, C ⊗
L Z/n)
est injetif, puis d'utiliser le fait que T1 et T2 sont lisses sur U pour identier les groupes d'hyper-
ohomologie H0
fppf
(Ov,C ) et H
0
ét
(Ov,C ) (voir [Gro68℄, III, théorème 11.7).
Soit n ∈ N∗. On dispose du triangle exat suivant dans la atégorie dérivée assoiée à la
atégorie des omplexes bornés de faiseaux fppf (voir [Dem09℄, lemme 2.3) :
nKer ρ[2]→ C ⊗
L Z/n→ TZ/n(C )→ nKer ρ[3]
On en déduit don le diagramme ommutatif à lignes exates suivant, pour toute plae v hors de
S :
H2
fppf
(Ov, nKer ρ) //

H0
fppf
(Ov,C ⊗L Z/n) //

H0
fppf
(Ov, TZ/n(C ))

H2
fppf
(kv, nKer ρ) // H0
fppf
(kv, C ⊗L Z/n) // H0
fppf
(kv, TZ/n(C))
Or le groupe H2
fppf
(Ov, nKer ρ) est trivial par le lemme III.1.1.(a) de [Mil06℄, puisque nKer ρ est
un shéma en groupes ni plat sur Spe(Ov). Don l'injetivité de la deuxième èhe vertiale
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est une onséquene de elle de la troisième. Pour montrer elle-i, on utilise à nouveau le lemme
III.1.1.(b) de [Mil06℄, qui implique que le groupe H1v (Ov, TZ/n(C )) est trivial, ar le shéma en
groupes TZ/n(C ) est ni plat sur Ov. Don on en déduit que le morphisme
H0
fppf
(Ov, TZ/n(C ))→ H
0
fppf
(kv, TZ/n(C))
est injetif, e qui implique bien, via le diagramme préédent, que le morphisme
H0
fppf
(Ov,C ⊗
L Z/n)→ H0
fppf
(kv, C ⊗
L Z/n)
est injetif, pour tout n et toute plae v /∈ S. On a don montré (puisque la ohomologie fppf de
C oïnide ave sa ohomologie étale par lissité) l'injetivité du morphisme P0S(C )∧ → P
0(C)∧.
Pour onlure la preuve, il sut désormais de montrer que P0S(C )∧ est bien la omplétion
pronie de P0S(C ). Puisque la limite projetive ommute au produit (pour des groupes abéliens),
il sut de montrer que H0(kv, C)∧ = H
0(kv, C)
∧
et H0(Ov,C )∧ = H
0(Ov,C )
∧
. Mais es résultats
sont lairs puisque H0(kv, Ti)/n, H
0(Ov,Ti)/n, H
1(kv, Ti) et H
1(Ov,Ti) sont nis.
Notons H0(U,C ) l'adhérene de l'image de H0(U,C ) dans P0S(C ).
Théorème 2.6. Pour U susamment petit, on a une suite exate, fontorielle en C :
0→ H0(U,C )→ P0S(C )
θ
−→ H1(k, Ĉ)D
Démonstration : Il est lair que ette suite est un omplexe (voir théorème 6.1 de [Dem09℄). On
note Q le quotient de P0S(C ) par H
0(U,C ). C'est un espae topologique séparé. Montrons que
le morphisme de omplétion Q → Q∧ est injetif. Pour ela, il sut que Q soit ompatement
engendré. Or si v ∈ S, la nitude de H1(kv, T1) assure que H0(kv, C) ontient un sous-groupe
d'indie ni, qui est un quotient topologique de T2(kv). Or T2(kv) est engendré par une partie
ompate, don Q aussi. D'où le diagramme ommutatif
0 // H0(U,C ) //

P0S(C )
//

Q

H0(U,C )
∧ //P0S(C )
∧ // Q∧
Alors une hasse au diagramme, l'appliation des résultats préédents et l'injetivité de la dernière
èhe vertiale assurent le résultat.
Lemme 2.7. P0(C) et P0(C)∧ ont même image dans H1(k, Ĉ)D.
Démonstration : Soit C := [T1 → T2] un omplexe de shémas en groupes ommutatifs plats de
type ni étendant C sur Spe Ok. On dénit le groupe des lasses de C par Cl(C ) := P
0(k, C)/(H0(k, C).C (A(∞))),
où C (A(∞)) :=
∏
v∈S∞
H0(kv, C)×
∏
v/∈S∞
H0(Ov,C ).
Lemme 2.8. Le groupe Cl(C ) est ni.
Démonstration : On onsidère le diagramme ommutatif à lignes exates suivant :
H0(k, T2)×T2(A(∞)) //
a

H0(k, C)× C (A(∞)) //
b

H1(k, T1)×Q //
c

H1(k, T2)
d

P 0(k, T2) // P0(k, C) // P 1(k, T1) // P 1(k, T2)
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où Q est le quotient de C (A(∞)) par l'image de T2(A(∞)). Le lemme du serpent assure que
la nitude de Coker(b) est une onséquene des nitudes de Coker(a), Coker(c) et Ker(d). Or
Coker(a) est ni par nitude du nombre de lasses du tore T2, Coker(c) est ni grâe à la suite de
Poitou-Tate pour T1 (nitude de H
1(k, T̂1)), et Ker(d) = X
1(T2) est ni. D'où le lemme.
Montrons que e lemme implique le lemme 2.7. Il est lair qu'il sut de montrer que le quo-
tient P0(C)/H0(k, C) est ompat. Or C (A(∞)) est un sous-groupe ouvert de P0(k, C), don
H0(k, C) ⊂ H0(k, C).C (A(∞)), et on a une suite exate de groupes abéliens :
C (A(∞))→ P0(C)/H0(k, C)→ Cl(C )→ 0
On remarque que le groupe C (A(∞)) est ompat (par le théorème de Tyhonov et la onvention
pour les groupes de ohomologie modiés aux plaes innies), et le groupe Cl(C ) est ni par le
lemme préédent, don la suite exate assure que le groupe P0(C)/H0(k, C) est ompat. Cela
onlut la preuve du lemme 2.7.
Théorème 2.9. On note H0(k, C) l'adhérene forte de H0(k, C) dans P0(C). Alors on a une
suite exate, fontorielle en C :
0→ H0(k, C)→ P0(C)→ H1(k, Ĉ)D →X1(C)→ 0
Démonstration : On hoisit d'abord U susamment petit, et S orrespondant. Le début de la
suite exate (trois premiers termes) provient du théorème 2.6, en passant à la limite indutive sur
T ni ontenant S. On extrait la suite exate suivante de la suite de Poitou-Tate :
P0(C)∧ → H1(k, Ĉ)D →X1(C)→ 0
et on onlut ave le lemme 2.7.
3 Approximation forte dans les groupes linéaires onnexes
L'objetif de ette setion est de déduire le théorème prinipal (théorème 3.19) du théorème
d'approximation forte et du théorème 2.9. On ommene par traiter les plaes réelles.
3.1 Hyperohomologie modiée à la Tate et abélianisation
L'objetif de ette setion est d'étendre les résultats onnus, dûs à Deligne dans [Del79℄, à Breen
dans [Bre90℄ et à Borovoi dans [Bor98℄, sur l'abélianisation de la ohomologie galoisienne (en degré
0 essentiellement) à la ohomologie modiée "à la Tate". Soient G1 et G2 deux groupes algébriques
sur R, ϕ : G1 → G2 un morphisme de R-groupes.
Dénition 3.1. On note Z0(R, [G1 → G2]) la atégorie des ouples (X,P ), où X est un R-
torseur sous G1 et P est une setion du R-torseur X
′
obtenu en poussant X par le morphisme
ϕ : G1 → G2, les èhes étant les suivantes : deux objets (X,P ) et (Y,Q) sont isomorphes s'il existe
un isomorphisme de torseurs ψ : X → Y tel que l'image de P par l'isomorphisme ψ′ : X ′ → Y ′
(induit par ψ) est dans la même omposante onnexe de Y ′(R) que Q. L'ensemble des lasses
d'isomorphisme ainsi obtenues est noté Ĥ0(R, [G1 → G2]). C'est un ensemble pointé par la lasse
du torseur trivial sous G1 muni de la trivialisation fournie par le neutre de G2.
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Remarque 3.2. On dispose de èhes anoniques surjetives évidentes H0(R, [G1 → G2]) →
Ĥ0(R, [G1 → G2]), où H
0(R, [G1 → G2]) est déni par exemple dans [Bor98℄, setion 3.1.1.
Remarque 3.3. On dispose également d'une dénition de l'ensemble Ĥ0(R, [G1 → G2]) en terme
de oyles : on note Z0 l'ensemble des ouples (z, g) où z : ΓR → G1 est un 1-oyle au sens
usuel, et g2 ∈ G2, de sorte que l'on ait la relation ϕ(z−1σ )g2 =
σ g2 dans G2. On munit alors Z
0
de la relation d'équivalene suivante : (z, g2) ≃ (z′, g′2) s'il existe g1 ∈ G1 tel que z
′
σ = g
−1
1 z
σ
σg1 et
g′2g
−1
2 ϕ(g1) ∈ G
0
2(R). Alors on dénit Ĥ
0(R, [G1 → G2]) omme étant le quotient de Z0 par ette
relation d'équivalene. On vérie aisément que les deux ensembles de ohomologie modiés ainsi
dénis sont anoniquement isomorphes.
Remarque 3.4. L'ensemble Ĥ0(R, [T s → T ]) déni dans ette setion s'identie anonique-
ment au groupe d'hyperohomologie modiée du omplexe de tores [T s → T ] noté également
Ĥ0(R, [T s → T ]). Cette identiation est évidente via la desription en termes de oyles de la
remarque 3.3 qui oïnide ave la dénition usuelle utilisant des résolutions omplètes du groupe
ΓR.
Lemme 3.5. On dispose d'une suite exate naturelle
Ĥ0(R, G1)→ Ĥ
0(R, G2)→ Ĥ
0(R, [G1 → G2])→ H
1(R, G1)→ H
1(R, G2)
Démonstration : La dénition des èhes apparaissant dans ette suite est laire : la première est
la èhe usuelle induite par ϕ ; la deuxième assoie à une omposante onnexe de G2(R) la lasse
du torseur trivial sous G1 muni de la trivialisation de G2 donnée par un point de ette omposante
onnexe ; la troisième èhe est juste la èhe d'oubli de la trivialisation ; la dernière èhe est la
èhe évidente induite par ϕ. Par dénition des èhes, la suite du lemme est bien un omplexe.
Montrons son exatitude :
 Exatitude en Ĥ0(R, G2) : Soit P ∈ G2(R) dont la lasse dans Ĥ0(R, G2) est d'image
triviale dans Ĥ0(R, [G1 → G2]). Alors il existe un isomorphisme de G1-torseurs ψ : G1 → G1
induisant un morphisme ψ′ : G2 → G2 ompatible ave ϕ, de sorte que ψ′(P ) est dans la
omposante neutre de G2(R). Alors, si e1 désigne le neutre de G1, ψ
−1(e1) est un point de
G1(R) dont l'image par ϕ est dans la même omposante onnexe de G2(R) que P . Don la
lasse de P dans Ĥ0(R, G2) se relève dans Ĥ
0(R, G1).
 Exatitude en Ĥ0(R, [G1 → G2]) : Soit [(X,P )] une lasse dans Ĥ
0(R, [G1 → G2]) d'image
triviale dans H1(R, G1). Cela signie exatement que le torseur X est isomorphe au torseur
trivial sous G1, et don que la lasse [(X,P )] est égale à une lasse [(G1, P
′)], P ′ ∈ G2(R)
orrespondant à la trivialisation P via une trivialisation X ∼= G1, don [(X,P )] est bien
l'image de la lasse de P ′ dans Ĥ0(R, G2).
 Exatitude en H1(R, G1) : évident par dénition de Ĥ
0(R, [G1 → G2]).
Lemme 3.6. Soit
1→ [A→ B] → [C → D]→ [E → F ]→ 1
une suite exate de modules roisés de R-groupes. Alors on a une suite exate
Ĥ0(R, [A→ B])→ Ĥ0(R, [C → D])→ Ĥ0(R, [E → F ])→ H1(R, [A→ B])
Démonstration : L'exatitude en Ĥ0(R, [E → F ]) se déduit immédiatement du résultat analogue
pour les groupes non modifés H0(R, .). Reste don à montrer l'exatitude en Ĥ0(R, [C → D]).
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Soit [(X,P )] ∈ Ĥ0(R, [C → D]) d'image triviale dans Ĥ0(R, [E → F ]). On utilise alors les deux
suites exates suivantes
H1(R, A)→ H1(R, C)→ H1(R, E)
et
Ĥ0(R, B)→ Ĥ0(R, D)→ Ĥ0(R, F )
pour montrer que la lasse du torseurX provient d'une lasse dans H1(R, A), et quitte à remplaer
P par un autre point dans sa omposante onnexe, pour montrer que P se relève dans B(R). Cela
assure que la lasse [(X,P )] provient d'une lasse dans Ĥ0(R, [A→ B]).
Soit désormais G un R-groupe rédutif. On dénit ρ : Gs → G, T et T s omme dans l'intro-
dution de [Bor98℄.
Lemme 3.7.  Les modules roisés [Gs → G] et [T s → T ] sont quasi-isomorphes.
 Le morphisme Ĥ0(R, [T s → T ])→ Ĥ0(R, [Gs → G]) est une bijetion d'ensembles pointés.
Démonstration :
 Voir [Bor98℄, lemme 3.8.1.
 On dispose de deux suites exates de omplexes de groupes (en utilisant le premier point) :
1→ Ker(ρ)[1]→ [Gs → G] → Coker(ρ)→ 1
et
1→ Ker(ρ)[1]→ [T s → T ]→ Coker(ρ)→ 1
On vérie d'abord que les éléments du noyau de Ĥ0(R,Ker(ρ)[1])→ Ĥ0(R, [Gs → G]) sont
exatement eux qui se relèvent dans Ĥ−1(R,Coker(ρ)) : en eet, on dispose du diagramme
ommutatif exat naturel suivant :
Ĥ−1(R,Coker ρ)

Ĥ0(R, Gs) //
=

Ĥ0(R, Im ρ) //

H1(R,Ker ρ) //

H1(R, Gs)
=

Ĥ0(R, Gs) // Ĥ0(R, G) // Ĥ0(R, [Gs → G]) // H1(R, Gs)
et on onlut par une hasse au diagramme. On applique alors le lemme préédent, et on
obtient le diagramme suivant, à lignes exates :
Ĥ−1(R,Coker(ρ)) //
=

H1(R,Ker(ρ)) //
=

Ĥ0(R, [T s → T ]) //

Ĥ0(R,Coker(ρ)) //
=

H2(R,Ker(ρ))
=

Ĥ−1(R,Coker(ρ)) // H1(R,Ker(ρ)) // Ĥ0(R, [Gs → G]) // Ĥ0(R,Coker(ρ)) // H2(R,Ker(ρ))
et on onlut grâe au lemme des inq.
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3.2 Approximation forte dans les groupes linéaires onnexes
Commençons par une dénition qui nous servira dans toute la suite :
Dénition 3.8. Soit G un k-groupe algébrique semi-simple simplement onnexe, et S0 un ensemble
ni de plaes de k. On dit que le groupe G vérie l'approximation forte hors de S0 lorsque G(k).GS0
est dense dans P 0(k,G) (muni de la topologie adélique).
On rappelle ii l'énoné du théorème d'approximation forte (voir [PR94℄, théorème 7.12)
Théorème (Kneser, Platonov). Soit k un orps de nombres, G/k un groupe algébrique semi-
simple, simplement onnexe. Soit S0 un ensemble ni de plaes tel que G
i
S0
:=
∏
v∈S0
Gi(kv) est
non ompat pour tout k-fateur presque k-simple Gi de G. Alors G vérie l'approximation forte
hors de S0.
En partiulier, si le groupe G est presque k-simple simplement onnexe, et si v0 est une plae
de k telle que G(kv0 ) est non ompat, alors G(k).G(kv0 ) est dense dans P
0(k,G).
Desormais, dans ette setion, G est un groupe algébrique sur k, supposé redutif. On note
Gss son sous-groupe dérivé, Gs le revêtement semi-simple simplement onnexe de Gss, T un tore
maximal de G, T s l'image réiproque de T dans Gs et C :=
[
T s
ρ
−→ T
]
le omplexe de tores
assoié. On se donne S1 un ensemble ni de plaes, ontenant les plaes arhimédiennes de k, tel
que G s'étende respetivement en un shéma en groupes rédutif G sur V := Spe Ok,S1 (au sens
de [DG70℄). On note T l'adhérene shématique de T dans G . C'est un shéma en groupes de
type ni sur V . On note G ss le sous-groupe dérivé de G , et G s le revêtement simplement onnexe
de G ss. On note aussi Z le entre de G et Z s elui de G s, et ρ : G s → G . On utilise alors le
orollaire 6.3 de l'exposé XV de [DG70℄ pour savoir que, quitte à réduire V , on peut supposer que
T ⊂ G est un sous-tore maximal de G (au sens de [DG70℄). On a alors un diagramme ommutatif
de shémas en groupes sur V (dont les lignes sont les immersions fermées naturelles) :
Z s //
ρ

T s //
ρ

G s
ρ

Z // T // G
On dispose ainsi de trois modules roisés sur V , qui sont quasi-isomorphes (voir [Bor98℄, lemme
3.8.1) : [G s → G ], [Z s → Z ] et C := [T s → T ]. Ces modules roisés permettent de dé-
nir un morphisme naturel ab
0 : H0(V,G ) → H0(V,C ) (pour des préisions sur e morphisme
d'abélianisation, voir [Del79℄, [Bre90℄ ou [Bor98℄).
On note aussi, pour un ensemble ni de plaes S susamment grand (i.e. ontenant S1),
PiS(G ) :=
∏
v∈S H
i(kv, G)×
∏
v/∈S H
i(Ov,G ) pour i = 0 ou 1.
Lemme 3.9. Ker(ρ : Gs → G) est un groupe algébrique abélien ni.
Démonstration : En eet, ker(ρ) = Ker(Gs → Gss) est le groupe fondamental de Gss (voir [Bor98℄,
lemme 2.4.1)
On va avoir besoin ii du lemme suivant, qui dit essentiellement que la omplétion pronie
ommute au produit ni de groupes topologiques :
Lemme 3.10. Soient G et H deux groupes topologiques. Alors il existe un isomorphisme anonique
(G×H)∧ ∼= G∧ ×H∧.
Démonstration : On dispose d'un morphisme anonique φ : (G×H)∧ → G∧ ×H∧.
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 φ est injetif : pour montrer ette injetivité, il sut de montrer que tout sous-groupe dis-
tingué K ouvert d'indie ni dans G×H ontient un produit K1×K2, où K1 (resp. K2) est
un sous-groupe distingué ouvert d'indie ni de G (resp. H). Soit don un tel sous-groupe
K. On note G′ (resp. H ′) le sous-groupe G× 1 (resp. 1 ×H) de G×H ; e sous-groupe est
isomorphe omme groupe topologique à G (resp. H). On dispose du diagramme ommutatif
exat de groupes topologiques suivant :
1 // G′ ∩K //

G′ //

G′/(G′ ∩K)

// 1
1 // K // G×H // (G×H)/K // 1
où la dernière èhe vertiale est injetive. Alors G′ ∩K est un sous-groupe distingué ouvert
d'indie ni de G′, et dénit naturellement un sous-groupe distingué ouvert d'indie ni K1
de G, de sorte que K1 × 1 ⊂ K. De même on onstruit K2 ⊂ H sous-groupe ouvert d'indie
ni tel que 1 × K2 ⊂ K. Alors il est lair que K1 × K2 est ontenu dans K, e qui assure
l'injetivité de φ.
 φ est surjetif : pour la surjetivité, on remarque que par fontorialité, les morphismes p1 :
(G × H)∧ → G∧ et p2 : (G × H)
∧ → H∧ (induits par les projetions G × H → G,H)
admettent des setions i1 et i2. Or φ(x) = (p1(x), p2(x)) pour tout x ∈ (G×H)∧, don tout
élément (a, b) ∈ G∧ × H∧ s'érit (a, b) = (a, 1).(1, b) = φ(i1(a)).φ(i2(b)) = φ(i1(a).i2(b)),
don φ est surjetif.
Désormais, U = Spe(Ok,S) est un ouvert de V , ave S1 ⊂ S. On va maintenant utiliser
les morphismes d'abélianisation pour le H0. Montrons d'abord que le onoyau du morphisme
d'abélianisation est ontrolé par le H1 du revêtement universel de G :
Lemme 3.11. Soit X un shéma, H un X-shéma en groupes rédutif. Alors ab0 : H0(X,H)→
H0
ab
(X,H) est un morphisme de groupes, de onoyau s'injetant dans H1(X,Hs) de sorte que le
diagramme suivant ommute (δ est le morphisme d'ensembles pointés provenant du morphisme de
modules roisés [Hs → H ]→ [Hs → 1]) :
H0(X,H)
ab
0
// H0
ab
(X,H)
''NN
NN
NN
NN
NN
N
δ // H1(X,Hs)
Coker(ab0)
i
77ppppppppppp
Démonstration : On sait que ab
0
est un morphisme de groupes (voir par exemple [Bre90℄). Il
reste à montrer que l'appliation i du diagramme préédent est bien dénie. Pour ela, il sut de
montrer que pour tout g′ ∈ H0
ab
(X,H) et tout g ∈ H0(X,H), on a δ(g′.ab0(g)) = δ(g′). Mais ei
est évident par dénition de la struture de groupe sur H0
ab
(X,H) et du morphisme δ (voir par
exemple [Bor98℄ 3.3.1, pour une dénition en termes de oyles).
Lemme 3.12. On a une suite exate naturelle d'ensembles pointés (dont les trois premiers termes
forment une suite exate de groupes) :
P
0
S(G
s)∧
ρ
−→ P0S(G )
∧ ab
0
−−→ P0S(C )
∧ → P1S(G
s)
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Démonstration : On remarque d'abord que l'ensemble pointé P1S(G
s) est ni et est isomorphe à∏
v∈Ω∞
H1(kv, G
s) (voir [PR94℄, théorème 6.4 pour les plaes v ∈ S \ S∞, ainsi que le théorème
de Lang pour les plaes v /∈ S). Montrons que la suite
P
0
S(G )
∧ ab
0
−−→ P0S(C )
∧ → P1S(G
s)
est exate (P1S(G
s) est un ensemble pointé ni, les autres ensembles étant des groupes). Si v est
une plae nie hors de S, le morphisme d'abélianisation ab0v : H
0(Ov,G ) → H0(Ov,C ) est un
morphisme surjetif de groupes ompats (puisque H1(Ov,G
s) = 1 par le théorème de Lang),
don la surjetion
∏
v nie /∈S H
0(Ov,G )→
∏
v nie /∈S H
0(Ov,C ) n'est pas aetée par l'opération
de omplétion pronie. Si v est une plae nie dans S, la omplétion de la surjetion H0(kv, G)→
H0(kv, C) donne une surjetion H
0(kv, G)
∧ → H0(kv, C)
∧
. Enn, si v est une plae réelle, on a
une suite exate de groupes nis
Ĥ0(R, G)→ Ĥ0(R, C)→ Qv → 0
et une suite exate d'ensembles pointés
Ĥ0(R, G)→ Ĥ0(R, C)→ H1(R, Gs)
ave Qv s'injetant naturellement dans H
1(R, Gs) par le lemme 3.11. Don en prenant la om-
plétion pronie de la première suite, on obtient la même suite exate, et on peut bien envoyer Qv
dans H1(R, Gs) de manière injetive. Ainsi, à l'aide du lemme 3.10, on onlut que la suite
P
0
S(G )
∧ ab
0
−−→ P0S(C )
∧ → P1S(G
s)
est exate.
Reste à montrer l'exatitude de la suite de l'énoné en P0S(G )
∧
. Puisque la omplétion pronie
ommute au produit ni (voir lemme 3.10), il sut de montrer l'exatitude au niveau de haque
plae v ∈ S : en eet, la suite exate
∏
v/∈S G
s(Ov) →
∏
v/∈S G (Ov) →
∏
v/∈S H
0(Ov,C ) → 0
est une suite exate de groupes ompats (H1(Ov,G
s) = 0 grâe au théorème de Lang), don sa
omplétion pronie est égale à elle même. Par onséquent, en voyant P0S(G )
∧
omme le produit
ni de
∏
v/∈S G (Ov) et des H
0(kv, G) pour v ∈ S, le lemme 3.10 assure bien qu'il sut de montrer
l'exatitude de le suite omplétée en haque plae v ∈ S. Si v ∈ S est non arhimédienne, on
onsidére la suite exate ourte suivante :
1→ Ker(ab0v)→ G(kv)
ab
0
v−−→ Im(ab0v)→ 0
Or le morphisme ab
0
v : G(kv)→ H
0(kv, C) est ouvert, par dénition de la topologie sur H
0(kv, C)
et par ommutativité du diagramme G(kv)
ab
0
v // H0(kv, C)
T (kv)
OO 99ssssssssss
Don la omplétion pronie fournit
une suite exate
Ker(ab0v)
∧ → G(kv)
∧ ab
0
−−→ Im(ab0v)
∧
D'où un diagramme ommutatif :
Gs(kv)
∧ //

G(kv)
∧ //
=

H0(kv, C)
∧
Ker(ab0v)
∧ // G(kv)∧ // Im(ab0v)
∧
OO
3 APPROXIMATION FORTE DANS LES GROUPES LINÉAIRES CONNEXES 15
Or la première èhe vertiale est surjetive, et la dernière est injetive ar Im(ab0v) est un sous-
groupe deH0(kv, C) d'indie ni. Une hasse au diagramme assure alors l'exatitude de la première
ligne de e diagramme. Pour les plaes arhimédiennes dans S, le raisonnement est le même en
utilisant les groupes de omposantes onnexes.
Obstrution de Brauer-Manin et abélianisation On ommene par rappeler la dénition de
l'aouplement de Brauer-Manin sur G (voir par exemple le livre de Skorobogatov [Sko01℄, setion
5.2 pour davantage de détails). On onsidère l'appliation suivante :
P 0(k,G)× Br(G) −→ Q/Z
(P,A) 7−→ 〈A,P 〉
BM
:=
∑
v∈Ωk
jv(A(Pv))
où jv : Br(kv) → Q/Z est l'invariant donné par la théorie du orps de lasses loal et A(Pv) ∈
Br(kv) est l'évaluation de A ∈ Br(G) en Pv ∈ H0(kv, G). On peut alors dénir, pour toute partie
B de Br(G) l'ensemble suivant :
P 0(k,G)B :=
{
P ∈ P 0(k,G) : 〈A,P 〉
BM
= 0, ∀A ∈ B
}
Grâe à la loi de réiproité de la théorie du orps de lasses global, on sait que G(k) ⊂ P 0(k,G)B .
Enn, les éléments de Br k ⊂ Br G sont orthogonaux à tous les points de P 0(k,G), don l'aou-
plement préédent se fatorise en une appliation P 0(k,G)×Br(G)/Br k → Q/Z, et fournit don
un morphisme P 0(k,G)→ (Br(G)/Br k)D.
Or, grâe aux travaux de Borovoi et Van Hamel, on sait que l'on dispose d'un isomorphisme
anonique κ : H1(k, Ĉ) ∼= Bra(G) (voir [BvH09℄, théorème 4.8 et orollaire 2.20.(ii)). On note
également κ l'isomorphisme orrespondant par dualité κ : Bra(G)
D ∼= H1(k, Ĉ)D.
On onsidère désormais le diagramme suivant :
H0(U,G s)∧ //

P0S(G
s)∧

H0(U,G )∧ //

P0S(G )
∧
θBM //

Bra(G)
D
κ

H0(U,C )∧ //

P0S(C )
∧ θ //

H1(k, Ĉ)D
H1(U,G s) //P1S(G
s)
(1)
les èhes sans nom dans e diagramme étant les èhes évidentes, à l'exeption de la èhe
H0(U,C )∧ → H1(U,G s), qui est obtenue à partir de la èhe H0(U,C ) → H1(U,G s) grâe au
lemme 3.11 et à la nitude de H1(U,G s). La èhe θBM est la èhe induite par l'aouplement
de Brauer-Manin, et la èhe θ est la èhe induite par la dualité loale pour les omplexes de
tores.
On va d'abord montrer que le arré de droite dans e diagramme est ommutatif, à savoir le
lemme suivant :
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Lemme 3.13. Soit θBM : P
0(k,G) → Bra(G)D induit par l'aouplement de Brauer-Manin, et
θ : P0(k, C)→ H1(k, Ĉ)D l'aouplement induit par la dualité loale. Alors le diagramme
P 0(k,G)
ab
0

θBM //
Bra(G)
D
κ

P0(k, C)
θ // H1(k, Ĉ)D
est ommutatif (au signe près) et fontoriel en C.
Démonstration : Les deux èhes θBM et θ étant dénies par des sommes de ontributions loales,
il sut de montrer la ommutativité du diagramme suivant :
H0(kv, G)
ab
0
v

θBM,v //
Br1(Gv)
D
κ′v

H0(kv, C)
θv // H1(kv, Ĉ)D
où κ′v est obtenu en dualisant la omposée de κv : H
1(kv, Ĉ)→ Bra(Gv) ave l'inlusion Bra(Gv)→
Br1(Gv) donnée par la setion unité de Gv. Montrons qu'il sut alors de onsidérer seulement le
as où G est un k-tore : on sait qu'il existe un k-groupe rédutif H , ave Hss simplement onnexe,
et un morphisme surjetif φ : H → G, dont le noyau est un tore quasi-trivial (voir par exemple
[DMOS82℄, p 297, proposition 3.1). Supposons que pour H , le diagramme loal soit ommutatif.
Par fontorialité de la èhe d'abelianisation ab
0
(voir [Bor98℄, proposition 3.11), un tel H induit
le diagramme suivant (où C′ est le omplexe de tores assoié à H) :
H(kv)
φ

ab
0
v
%%KK
KK
KK
KK
KK
θBM,v //
Br1(Hv)
D
κ′v
''NN
NN
NN
NN
NN
N
φ∗

H0(kv, C
′)
φ′

θv // H1(kv, Ĉ′)D
φ′
∗

G(kv)
ab
0
v %%KK
KK
KK
KK
KK
θBM,v //
Br1(Gv)
D
κ′v
''NN
NN
NN
NN
NN
N
H0(kv, C)
θv // H1(kv, Ĉ)D
où toutes les faes vertiales du ube sont des diagrammes ommutatifs (fontorialités de l'abélia-
nisation, de l'aouplement de Brauer-Manin, de la dualité loale et de l'isomorphisme κv). Or la
èhe φ : H(kv) → G(kv) est surjetive, don la ommutativité de la fae supérieure et des faes
vertiales impliquent la ommutativité de la fae inférieure. Par onséquent, il sut de prouver le
résultat pour G groupe rédutif tel que Gss est simplement onnexe. On onsidère dans e as la
suite exate suivante :
1→ Gss → G→ T → 1
où T est un k-tore. Supposons que l'on sahe démontrer la ommutativité du diagramme pour le
tore T . Déduisons-en la propriété pour le groupe G : on dispose du diagramme suivant, dont les
olonnes sont exates :
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Gss(kv)

ab
0
v
%%LL
LL
LL
LL
LL
θBM,v //
Br1(G
ss
v )
D
κ′v
''NN
NN
NN
NN
NN
N

H0(kv, C
′)

θv // H1(kv, Ĉ′)D

G(kv)

ab
0
v %%LL
LL
LL
LL
LL
θBM,v //
Br1(Gv)
D

κ′v
''NN
NN
NN
NN
NN
N
H0(kv, C)

θv // H1(kv, Ĉ)D

T (kv)
ab
0
v %%LL
LL
LL
LL
LL
θBM,v //
Br1(Tv)
D
κ′v
''NN
NN
NN
NN
NN
N
H0(kv, T )
θv // H2(kv, T̂ )D
Or par fontorialité les faes vertiales sont des diagrammes ommutatifs ; la fae inférieure est
un diagramme ommutatif par hypothèse. Enn, la nullité de Bra(G
ss
v )
∼= H1(kv, Ĉ′) assure que
le morphisme Bra(Gv)
D = H1(kv, Ĉ)
D → Bra(Tv)D = H2(kv, T̂ ) est injetif (voir par exemple
[San81℄, orollaire 6.11.2). Une hasse au diagramme immédiate assure alors la ommutativité du
arré horizontal entral. Par onséquent, on s'est ramené à montrer la propriété de ompatibilité
au as où G est un tore. Or e as est onnu (voir par exemple [HS08℄, preuve du théorème 6.1).
Par onséquent, le lemme 3.13 est démontré.
Par onséquent, le diagramme (1) est ommutatif (au signe près).
On onnaît en outre les faits suivants : la deuxième olonne de e diagramme est exate ('est le
lemme 3.12), la première est exate en H0(U,C )∧ et la troisième ligne est exate (voir proposition
2.5).
Lemme 3.14. On suppose que Gs vérie l'approximation hors de S0, pour S0 ⊂ S. Alors l'appli-
ation H1(U,G s)→ P1S(G
s) a un noyau trivial.
Démonstration : Par un résultat de Nisnevih (voir [Nis84℄, théorème 2.1) démontré par Gille
(théorème 5.1 dans l'appendie de [Gil02℄), si on note c(G) := G(AS)\G(Ak)/G(k) le groupe des
S-lasses de G, on dispose d'une suite exate
1→ c(Gs)→ H1(U,G s)→ H1(k,Gs)
puisque par théorème de Lang, les ensembles H1(Ov, G
s) sont triviaux pour v /∈ S. Or le groupe
Gs vérie l'approximation forte hors de S0 ⊂ S, don l'ensemble c(G) est trivial (voir [PR94℄,
proposition 5.4). Cela assure le résultat, puisque le morphisme H1(k,Gs)→ P1(k,Gs) est injetif
(prinipe de Hasse pour les groupes semi-simples simplement onnexes, voir par exemple [PR94℄,
théorème 6.6).
Introduisons désormais le défaut d'approximation forte sur U , à savoir le quotient topologique :
AS,S0(G) := P
0
S(G )/H
0(U,G ).GsS0
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On dispose alors du résultat suivant (le as semi-simple est la proposition 8.8 de [PR94℄) :
Proposition 3.15. Soit G un groupe rédutif sur k.On suppose que Gs vérie l'approximation
forte hors de S0 ⊂ S. Quitte à réduire U , l'ensemble H0(U,G ).GsS0 est un sous-groupe distingué
de P0S(G ) et le quotient AS,S0(G) est un groupe topologique abélien.
Démonstration : Quitte à réduire U , on peut supposer G rédutif sur U . On onsidè le diagramme
ommutatif suivant :
H0(U,G s).GsS0
//
ρ

P0S(G
s)
ρ

H0(U,G ).ρ(GsS0)
//

P0S(G )
ab
0

H0(U,C ) //P0S(C )
On sait que H0(U,C ) est un sous-groupe du groupe abélien P0S(C ), et que la première èhe hori-
zontale est une égalité (par le théorème d'approximation forte). Soit alors h ∈ H0(U,G ).ρ(GsS0) et
g ∈ P0S(G ). Montrons que l'élément h
′ := ghg−1h−1 est dans H0(U,G ).ρ(GsS0 ). On a ab
0(h′) = 0
ar P0S(C ) est abélien. Don h
′
se relève en un élément h′′ dans P0S(G
s). Par théorème d'ap-
proximation forte, h′′ ∈ H0(U,G s).GsS0 , et don h
′ = ρ(h′′) ∈ H0(U,G ).ρ(GsS0), e qui assure
que H0(U,G ).ρ(GsS0) est un sous-groupe distingué de P
0
S(G ). Montrons désormais que le quotient
Q := P0S(G )/H
0(U,G ).ρ(GsS0) est abélien : soient a, b ∈ Q, notons a
′
, b′ des relevés de a et b
dans P0S(G ). Alors g := a
′b′a′−1b′−1 s'envoie sur 0 dans le groupe abélien P0S(C ), don omme
plus haut, g se relève en h ∈ P0S(G
s). Or par approximation forte, h ∈ H0(U,G s).GsS0 , don
g = ρ(h) ∈ H0(U,G ).ρ(GsS0), e qui assure que le ommutateur aba
−1b−1 est trivial dans Q, don
Q est abélien.
Montrons alors le résultat suivant :
Théorème 3.16. Soit S0 ⊂ S un ensemble ni de plaes de k tel que Gs vérie la propriété
d'approximation forte hors de S0. Alors la suite suivante(
H0(U,G ).ρ(GsS0)
)∧
→ P0S(G )
∧ → (BraG)
D
est exate et fontorielle en G.
Démonstration : Cette suite est un omplexe ar les éléments de GsS0 ont une image nulle dans
(BraG)
D
(voir le diagramme ommutatif (1)).
Soit (gv) ∈ P
0
S(G )
∧
d'image nulle dans (BraG)
D
. On note (g′v) son image dans P
0
S(C )
∧
. Par
exatitude de la troisième ligne du diagramme (1), (g′v) se relève en un èlément g
′ ∈ H0(U,C )∧
qui s'envoie sur 1 dans H1(U,G s). Par exatitude de la première olonne, g′ se relève don en un
élément g˜ ∈ H0(U,G )∧ dont l'image (g˜v) dans P0S(G )
∧
a même image que (gv) dans P
0
S(C )
∧
.
Don par exatitude de la deuxième olonne, l'élément (g˜v)
−1.(gv) ∈ P0S(G )
∧
se relève en un
èlément (hv) ∈ P0S(G
s)∧. On utilise désormais le lemme suivant :
Lemme 3.17. La èhe naturelle
(
H0(U,G s).GsS0
)∧
→ P0S(G
s)∧ est surjetive.
Démonstration : C'est une onséquene immédiate de la propriété d'approximation forte pour le
groupe semi-simple simplement onnexe Gs hors des plaes S0.
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Ave e lemme, l'élément (hv) provient d'un élément h ∈
(
H0(U,G s).GsS0
)∧
. On onsi-
dère alors l'image ρ(h) ∈
(
H0(U,G ).
∏
v∈S0
H0(kv, G)
)∧
: par fontorialité, l'élément ρ(h).g˜ ∈(
H0(U,G ).GsS0
)∧
s'envoie alors sur (gv) dans P
0
S(G )
∧
.
Corollaire 3.18. On a une suite exate fontorielle en G :
1→ H0(U,G ).GsS0 → P
0
S(G )→ (BraG)
D
Démonstration : On onsidère le onoyau topologiqueQ = AS,S0(G) de l'injetionH
0(U,G ).GsS0 →
P0S(G ). On dispose alors du diagramme ommutatif suivant :
0 // H0(U,G ).GsS0
//

P0S(G )
//

Q

H0(U,G ).GsS0
∧ //P0S(G )
∧ // Q∧
La première ligne est exate par dénition, la seonde ligne est un omplexe, et la dernière èhe
vertiale est injetive ar le groupe topologique abélien Q, omme quotient de P0S(G ), est om-
patement engendré (G(kv) est ompatement engendré pour v ∈ S). On onlut alors grâe au
théorème 3.16, ave une hasse au diagramme (voir [Har08℄, preuve du théorème 1).
Théorème 3.19. Soit G un k-groupe rédutif, S0 un ensemble ni de plaes de k telle que G
s
vérie l'approximation forte hors de l'ensemble de plaes S0 ('est le as lorsque (G
s)iS0 est non
ompat pour tout k-fateur presque k-simple (Gs)i de Gs ). L'ensemble X1(k,G) est muni d'une
struture de groupe abélien via un isomorphisme fontoriel B(G)D ∼= X1(k,G). Alors l'adhérene
G(k).ρ(GsS0) est un sous-groupe distingué de P
0(k,G) et on a une suite exate de groupes, fonto-
rielle en G :
1→ G(k).ρ(GsS0)→ P
0(k,G)→ (BraG)
D →X1(k,G)→ 0
Démonstration : Pour les trois premiers termes, il s'agit de passer à la limite sur U dans le orollaire
3.18. Conernant l'exatitude au terme Bra(G)
D
, il sut de montrer que les images de P 0(k,G)
et de P 0(k, C) dans H1(k, Ĉ)D oïnident. Pour ela, on utilise le diagramme ommutatif suivant
G(k) //

P 0(k,G) //

Bra(G)
D //
≃

X
1(G)
≃

H0(k, C) //

P0(k, C) //

H1(k, Ĉ)D //X1(C) // 0
H1(k,Gs)
≃ //

P 1(k,Gs)

X
1(G) //
≃

H1(k,G) //

P 1(k,G)

X
1(C) // H1(k, C) // P1(k, C)
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le morphisme d'abélianisation X
1(G) → X1(C) étant un isomorphisme par [Bor98℄, théorème
5.12. Soit alors un élément γ ∈ H1(k, Ĉ)D provenant d'un α ∈ P0(k, C). On herhe à mon-
trer que e γ se relève dans P 0(k,G). Soit β ∈ P 1(k,Gs) l'image de α. On relève alors β en
un élément β ∈ H1(k,Gs) par le théorème 6.6 de [PR94℄. Par ommutativité du diagramme et
exatitude de la troisième olonne, l'image δ de β dans H1(k,G) s'envoie sur 0 dans P 1(k,G).
Don δ ∈X1(G). Par exatitude de la deuxième olonne, δ s'envoie sur 0 dans H1(k, C), i.e. δ est
dans le noyau de X
1(G) →X1(C). Don par le théorème 5.12 de [Bor98℄, δ est trivial, don par
exatitude de la deuxième olonne, β se relève en ǫ ∈ H0(k, C). L'image de ǫ dans P0(k, C) dénit
un µ ∈ P 0(k,G) par exatitude de la troisième olonne. Alors par ommutativité du diagramme,
et élément µ ∈ P 0(k,G) a même image que α dans Bra(G)D, à savoir γ, e qui onlut la preuve.
On peut sans diultés étendre e résultat au as des groupes linéaires onnexes quelonques
(non néessairement rédutifs) :
Corollaire 3.20. Soit G un k-groupe linéaire onnexe, S0 omme plus haut (i.e. tel que le revête-
ment simplement onnexe Gs du quotient rédutif Gred de G vérie l'approximation forte hors de
S0). On note G
su
le produit bré G×Gred G
s
. Alors on a une suite exate de groupes, fontorielle
en G :
1→ G(k).ρ(GsuS0 )→ P
0(k,G)→ (BraG)
D →X1(k,G)→ 0
Remarque 3.21. Si le groupe G est ommutatif, on peut prendre S0 = ∅. Si G n'est pas ommu-
tatif, S0 doit être non vide.
Démonstration : On onsidére le dévissage suivant :
1→ RuG→ G→ H → 1
où RuG est le radial unipotent de G, et H = G
red
un groupe rédutif, la suite exate étant sindée.
On onlut à partir du théorème 3.19 en utilisant la trivialité de H1(k,RuG) et P
1(k,RuG), ainsi
que le fait bien onnu que les groupes unipotents vérient la propriété d'approximation forte, 'est-
à-dire que pour un k-groupe unipotent U , l'adhérene de U(k) dans P 0(k, U) est P 0(k, U) tout
entier (en prenant à nouveau les groupes de omposantes onnexes au niveau des plaes innies,
et en utilisant le fait que si v est une plae innie, U(kv) est onnexe).
Remarque 3.22. Ce résultat est à rapproher du résultat de Sansu (voir théorème 8.12 de
[San81℄) qui traite de l'approximation faible dans les groupes onnexes, et que l'on peut résumer
ainsi : si G/k un groupe linéaire onnexe, alors on a une suite exate de groupes
1→ G(k)
f
→
∏
v
G(kv)→ Bω(G)
D →X1(k,G)→ 0
où G(k)
f
désigne l'adhérene de G(k) dans
∏
v G(kv) muni de la topologie produit.
On peut également reformuler le orollaire 3.20 à la manière du théorème 8.12 de [San81℄ :
pour ela, on introduit le défaut d'approximation forte AS0(G) := P
0(k,G)/G(k).ρ(GsuS0 ), qui est
un groupe abélien grâe aux résultats préédents. On dispose alors de la reformulation suivante :
Corollaire 3.23. Sous les hypothèses préédentes, l'aouplement naturel
AS0(G)× Bra(G)/B(G)→ Q/Z
est une dualité parfaite de groupes abéliens, fontorielle en G.
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3.3 Une variante : as où le groupe vérie l'approximation faible
Dans ette setion, on se propose de montrer l'analogue du théorème 3 de [Har08℄, e qui va
onstituer une sorte de ranement du théorème 8.12 de [San81℄. On rappelle d'abord un résultat
de Sansu (voir théorème 8.12 de [San81℄ et remarque 3.22) : le groupe G vérie l'approximation
faible si et seulement si Bω(G)/B(G) = 0.
Théorème 3.24. Soit G un k-groupe rédutif, S0 un ensemble ni de plaes de k, ontenant les
plaes arhimédiennes, tel que G s'étende en un Spe(Ok,S0)-shéma en groupes rédutif G . On
suppose que :
 Gs vérie l'approximation forte hors de S0.
 G vérie l'approximation faible sur k, i.e. Bω(G)/B(G) = 0.
Soit S′ un ensemble ni de plaes de k disjoint de S0. Alors il existe S ontenant S0 tel que
S ∩ S′ = ∅ et G (Ok,S) est dense dans
∏
v∈S′ G (Ov).
Démonstration : On ommene par le lemme suivant :
Lemme 3.25. Si H1S,S′(k, Ĉ) désigne le sous-groupe de H
1(k, Ĉ) formé des éléments α tels que
αv est orthogonal à G(kv) si v ∈ S et αv est orthogonal à G (Ov) si v /∈ S ∪ S′, on a une suite
exate
1→ H0(U,G )
S′
→
∏
v∈S′
G (Ov)→
(
H1S,S′(k, Ĉ)/X
1(k, Ĉ)
)D
Démonstration : On onsidère la suite exate suivante (voir théorème 3.19) :
1→ H0(k,G).GsS0 → P
0(k,G)→ Bra(G)
D →X1(G)→ 0
En remarquant que l'adhérene de H0(U,G ).GsS0 dans P
0
S(G ) est exatement l'intersetion de
H0(k,G).GsS0 ave P
0
S(G ) (dans P
0(k,G)), on en déduit l'exatitude de la suite suivante :
1→ H0(U,G ).GsS0 → PS0(G )→ Bra(G)
D
On se donne alors (gv)v∈S′ ∈
∏
v∈S′ G (Ov), orthogonal au groupeH
1
S,S′(k, Ĉ). On plonge (gv) dans
PS0(G ) en omplétant par l'unité de G(kv) pour v /∈ S
′
. Alors e point dénit une obstrution
δ ∈ Bra(G)D qui s'envoie sur 0 dans H1S,S′(k, Ĉ)
D
. Or on a une suite exate
H1S,S′(k, Ĉ)→ Bra(G)→
∏
v∈S
Br1(Gv)/(G(kv)
⊥)×
∏
v/∈S∪S′
Br1(Gv)/(G (Ov)
⊥)
Don par dualité loale, on en déduit qu'il existe (g′v)v/∈S′ ∈ I :=
∏
v∈S G(kv)
∧ ×
∏
v/∈S∪S′ G (Ov)
tel que l'élement g ∈
∏
v∈S G(kv)
∧ ×
∏′
v/∈S G(kv) obtenu en onaténant les gv et les g
′
v soit
d'image nulle dans Bra(G)
D
. Or la suite
1→ G(k).ρ(GsS0)
I
→ I → Bra(G)
D
est exate par le même argument que dans la preuve du orollaire 3.18 (où (.)
I
désigne l'adhérene
dans I). Par onséquent, g′ est dans G(k).ρ(GsS0)
I
, et don (gv) est dans H0(U,G )
S′
.
Remarque 3.26. Dans e lemme, on n'a en fait pas besoin que G soit rédutif sur Spe(Ok,S0) :
e résultat est valable pour tout Spe(Ok,S0)-shéma en groupes plat de type ni de bre générique
G.
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Poursuivons la preuve du théorème : soit v une plae de S′. On remarque d'abord le fait suivant :
Lemme 3.27. Le groupe abélien H0
ab
(Ov,G ) est l-divisible pour presque tout nombre premier l.
Démonstration : On note C le omplexe de shémas en groupes ommutatifs [Z s
ρ
−→ Z ] assoié
à G , de sorte que H0
ab
(Ov,G ) = H
0(Ov,C ). On note aussi K := Ker(ρ), qui est un shéma en
groupes ommutatif ni, et Z ′ := Z /ρ(Z s). Étant donné un nombre premier l, on onsidère le
diagramme ommutatif de groupes abéliens suivant :
H1(Ov,K ) //
[l]

H0(Ov,C ) //
[l]

H0(Ov,Z
′) //
[l]

H2(Ov,K )
[l]

H1(Ov,K ) // H0(Ov,C ) // H0(Ov,Z ′) // H2(Ov,K )
où [l] désigne l'appliation de multipliation par l. La struture des groupes de Lie ommutatifs
p-adiques ompats assure que le morphismeH0(Ov,Z
′)
[l]
−→ H0(Ov,Z ′) est surjetif pour presque
tout l. Si N désigne le ardinal de K , alors les groupes Hi(Ov,K ) sont de N -torsion, don si l
est premier à N , le morphisme Hi(Ov,K )
[l]
−→ Hi(Ov,K ) est un isomorphisme. Par onséquent,
une hasse au diagramme assure immédiatement que le morphisme H0(Ov,C )
[l]
−→ H0(Ov,C ) est
surjetif pour presque tout l, e qui onlut la preuve.
Sahant ela, on en déduit qu'il sut de trouver S onvenable tel que H1S,S′(k, Ĉ)[l] = 0
pour un ensemble ni donné de nombres premiers l. Et pour ela, on utilise le théorème 7 de
[Ser94℄, setion II.6.2, pour montrer par dévissage que H1S0,S′(k, Ĉ)[l] est ni pour haque l, et on
onlut omme dans la preuve du théorème 3 de [Har08℄ grâe à l'hypothèse sur la trivialité de
X
1
ω(k, Ĉ)/X
1(k, Ĉ).
3.4 Une preuve géométrique à partir du as des tores
Dans ette setion, on va remontrer une partie du théorème 3.19 à partir du résultat de Harari
sur les 1-motifs ([Har08℄, théorème 2). On va pour ela se ramener au as onnu des tores, en
utilisant une z-extension.
Soit k un orps de nombres, G un k-groupe linéaire rédutif tel que (Gs)iS0 est non ompat
pour tout fateur presque k-simple (Gs)i de Gs. On sait que G admet une z-extension (voir
[DMOS82℄, p 297, proposition 3.1), 'est-à-dire qu'il existe une suite exate
1→ P → H → G→ 1
de groupes rédutifs sur k, de sorte que P est un k-tore quasi-trivial et H un k-groupe rédutif
tel que son sous-groupe dérivé Hss soit (semi-simple) simplement onnexe. On onsidère alors le
diagramme ommutatif suivant, dont les lignes sont exates :
H0(k, P ) //

H0(k,H) //

H0(k,G) //

H1(k, P ) = 1
P 0(k, P ) //

P 0(k,H) //

P 0(k,G) //

P 1(k, P ) = 1
Bra(P )
D = H2(k, P̂ )D // Bra(H)D // Bra(G)D
4 GROUPE DES CLASSES D'UN GROUPE RÉDUCTIF 23
Le point ruial est le suivant : le morphisme P 0(k, P ) → H2(k, P̂ )D est surjetif. En eet, P
étant quasi-trivial, il sut de montrer la surjetivité de P 0(L,Gm)→ H2(L,Z)D pour L un orps
de nombres, et ei est une onséquene de la théorie du orps de lasses : en eet, ette èhe
s'identie, grâe à la proposition 3 du paragraphe 1, hapitre XIV de [Ser68℄, au morphisme de
réiproité de la théorie du orps de lasses A∗L → Γ
ab
L entre le groupe des lasses d'idèles et
l'abélianisé du groupe de Galois absolu de L ; et il est bien onnu que ette èhe est surjetive
(voir par exemple [NSW08℄, proposition 8.1.25).
Supposons désormais le résultat onnu pour le groupe H , i.e. H(k).HsS0 = P
0(k,H)Bra ave les
notations préédentes. Déduisons-en le résultat analogue pour G : prenons (gv) ∈ P 0(k,G)Bra . Par
exatitude du diagramme préédent, on relève (gv) en (hv) ∈ P
0(k,H). A priori, (hv) n'est pas
dans P 0(k,H)Bra , mais on va le modier par un élément de P 0(k, P ) pour que ela soit le as. En
eet, l'image de (hv) dans Bra(H)
D
s'envoie sur 0 dans Bra(G)
D
, don elle se relève en un élément
δ dans Bra(P )
D
. Par surjetivité de la èhe P 0(k, P )→ Bra(P )D, δ se relève en (pv) ∈ P 0(k, P ).
Notons alors (h′v) := (pv)
−1.(hv) ∈ P 0(k,H). Par onstrution, (h′v) s'envoie sur 0 dans Bra(H)
D
,
don il est dans l'adhérene de H(k).HsS0 . Et (h
′
v) relève (gv) ∈ P
0(k,G), don (gv) ∈ G(k).GsS0 .
Il sut don désormais de montrer le résultat pour un groupe rédutif H tel que Hss est
simplement onnexe
2
. Pour ela, on onsidère la suite exate
1→ Hss → H → T → 1
où T est un k-tore. 0n voit don T omme un espae homogène de H à stabilisateur Hss.
On se donne un point (hv) ∈ P 0(k,H) Brauer-Manin orthogonal au groupe Bra(H), que l'on
pousse dans P 0(k, T ) pour obtenir un point (tv). Grâe au résultat de Harari sur les tores (théorème
2 de [Har08℄), on sait que (tv) est dans l'adhérene forte de T (k). Soit alors un point t0 susamment
prohe de (tv) pour la topologie forte sur P
0(k, T ). La bre Ht0 est alors un espae prinipal
homogène deHss (qui est simplement onnexe), et ette bre a des points loaux en toutes les plaes
réelles par approximation, don elle a un point rationnel puisqueH1(k,Gss)→
∏
v réelleH
1(kv, G
ss)
est injetive (prinipe de Hasse pour les groupes semi-simples simplement onnexes, voir [PR94℄,
théorème 6.6 par exemple), donHt0 est k-isomorphe à un groupe semi-simple simplement onnexe.
On onlut alors par le théorème d'approximation forte sur Ht0 (et le théorème des fontions
impliites pour obtenir des points loaux dans Ht0 prohes des points hv initiaux).
Finalement, on a retrouvé le fait que G(k).GsS0 = P
0(k,G)Bra pour tout groupe rédutif G, à
partir du résultat analogue pour les tores.
4 Groupe des lasses d'un groupe rédutif
Dans ette setion, le problème est le suivant : étant donné un k-groupe rédutif, et S0 un
ensemble ni de plaes ontenant les plaes arhimédiennes tel que Gs vérie l'approximation
forte hors de S0, et si G est un shéma en groupes plat de type ni sur Ok, de bre générique G,
on dénit l'ensemble des lasses de G omme l'ensemble de doubles lasses suivant :
ClS0(G ) := G(k)\G(Ak)/G (A(S0))
où G (A(S0)) :=
∏
v∈S0
G(kv)×
∏
v/∈S0
G (Ov), et on note lS0(G ) son ardinal.
Remarque 4.1. Le modèle G n'est pas néessairement séparé : pour toute plae v de k, on dispose
d'un morphisme naturel G (Ov) → G(kv) qui n'est pas néessairement injetif. Aussi le quotient
G(Ak)/G (A(S0)) désigne-t-il le quotient de G(Ak) par l'image de G (A(S0)) dans G(Ak).
2
Je remerie Jean-Louis Colliot-Thélène pour ses suggestions à propos de ette partie de la preuve.
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On sait que ClS0(G ) est naturellement un groupe abélien ni (voir [PR94℄, proposition 8.8 dans
le as où G est semi-simple, ou [Kne66℄ pour le as général), de ardinal lS0(G ), et qu'il oïnide
ave le groupe G(Ak)/G(k).G (A(S0)). L'objetif ii est de dérire e groupe "expliitement" en
fontion du groupe de Brauer de G.
Pour ela, on dénit le groupe Br
S0
a,nr(G ) omme étant le sous-groupe des éléments de Bra(G)
(identié à Bre(G) := Ker(Br1(G)
e∗
−→ Br(k)), e ∈ G(g) étant l'élément neutre de G) qui sont
orthogonaux à G(kv) dans Br1(Gv) pour v ∈ S0, et qui sont orthogonaux à G (Ov) pour v /∈ S0,
pour l'aouplement loal G(kv)× Br1(Gv)→ Q/Z.
Théorème 4.2. L'aouplement de Brauer-Manin induit une dualité parfaite de groupes nis,
fontorielle en G :
ClS0(G )× Br
S0
a,nr(G )/B(G)→ Q/Z
Démonstration : Si U est un ouvert susamment petit, la suite suivante :
H0(U,G ).GsS0 .P
0
S0(G )→ P
0
S(G )→ Br
S0
a,nr(G )
D
est exate : en eet, ela se déduit failement de la suite exate du orollaire 3.18 et de la dualité
loale (voir la preuve du lemme 3.25). On passe ensuite à la limite sur U . On obtient la suite exate
suivante :
G(k).GsS0 .P
0
S0(G )→ P
0(k,G)→ BrS0a,nr(G )
D
Or P0S0(G ) est un sous-groupe ouvert pour la topologie adélique, on en déduit don failement que
G(k).GsS0 .P
0
S0
(G ) oïnide ave l'image de G(k).P0S0(G ) dans P
0(k,G), d'où une suite exate
G(k).P0S0(G )→ P
0(k,G)→ BrS0a,nr(G )
D
Pour nir, il est lair que l'on peut remplaer simultanément P0S0(G ) par G (A(S0)) et P
0(k,G)
par G(Ak), d'où la suite exate
G(k).G (A(S0))→ G(Ak)→ Br
S0
a,nr(G )
D
et enn on vérie immédiatement (grâe au théorème 3.19) que le onoyau de la dernière èhe
s'identie à B(G)D, e qui onlut la preuve du théorème 4.2.
Une onséquene de e résultat est une généralisation et un ranement du théorème 8.12 de
[PR94℄, qui onerne la omparaison du nombre de lasses d'un groupe ave elui de ses tores
maximaux :
Corollaire 4.3. Si T est un k-tore maximal de G, et si T est l'adhérene shématique de T dans
G , on a l'inégalité suivante :
lS0(T ) ≥
|X1(G)|
|X1(T )|.|H1(k, T̂ s)|
lS0(G )
où H1(k, T̂ s) est isomorphe à Pi(T s). On a également l'inégalité :
lS0(T ) ≥
|Pi(T )/Pi(G)|
|Pi(T s)|
|X1(G)|
|X1(T )|
lS0(G )
De façon plus préise, il existe un entier N(G ) ≥ 1 tel que
lS0(T ) = N(G ).
|X1(G)|
|X1(T )|.|H1(k, T̂ s)|
lS0(G )
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Démonstration : Il s'agit de omparer les ardinaux des ensembles H2
nr,S0
(k, T̂ ) et H1
nr,S0
(k, Ĉ ),
où H2
nr,S0
(k, T̂ ) est le sous-groupe de H2(k, T̂ ) formé des éléments α tels que αv = 0 si v ∈ S0 et
αv est orthogonal à T (Ov) pour v /∈ S0, et H1
nr,S0
(k, Ĉ ) est le sous-groupe de H1(k, Ĉ) formé des
éléments β tels que βv est orthogonal à G(kv) si v ∈ S0 et à G (Ov) pour v /∈ S0. Pour ela, on
remarque que la suite exate
H1(k, T̂ s)→ H1(k, Ĉ)→ H2(k, T̂ )
envoie le sous-groupeH1
nr,S0
(k, Ĉ ) dansH2
nr,S0
(k, T̂ ) en raison de la ommutativité des diagrammes
suivants issus de la dualité loale :
G(kv)×H1(kv, Ĉ)

// Q/Z
=

T (kv)×H2(kv, T̂ ) //
OO
Q/Z
On en déduit don l'inégalité suivante sur les ardinaux de es ensembles :
|H1
nr,S0(k, Ĉ )| ≤ |H
2
nr,S0(k, T̂ )|.|H
1(k, T̂ s)|
et on onlut grâe au théorème 4.2, après avoir identiéH1
nr,S0
(k, Ĉ ) ∼= BrS0a,nr(G ) etH
2
nr,S0
(k, T̂ ) ∼=
Br
S0
a,nr(T ), e qui donne la première inégalité. Pour la seonde, on onsidère la suite exate sui-
vante :
H0(k, Ĉ)→ H1(k, T̂ )→ H1(k, T̂ s)→ H1S0(k, Ĉ )
′ → H2
nr,S0(k, T̂ )
où H1S0(k, Ĉ )
′
désigne le sous-groupe de H1(k, Ĉ), ontenant H1S0(k, Ĉ ), formé des éléments dans
H1(k, Ĉ) loalement orthogonaux à l'image de T (kv) (ou T (Ov) selon que v ∈ S0 ou non). Cette
suite exate fournit l'inégalité suivante sur les ardinaux :
|H1(k, T̂ s)||H2
nr,S0(k, T̂ )| ≥ |H
1(k, T̂ )/H0(k, Ĉ)||H1S0(k, Ĉ )
′|
et on onlut en identiant H1(k, T̂ s), H1(k, T̂ ) et H0(k, Ĉ) à Pi(T s), Pi(T ) et Pi(G) res-
petivement, en minorant |H1S0(k, Ĉ )
′| par |H1
nr,S0
(k, Ĉ )|, et en appliquant le théorème 4.2 pour
exprimer |H1
nr,S0
(k, Ĉ )| et |H2
nr,S0
(k, T̂ )| en fontion des nombres de lasses respetifs de T et G.
Une autre appliation onerne la omparaison du nombre de lasses de G ave elui d'un
quotient de G :
Corollaire 4.4. Soit 1 → G1 → G2 → G3 → 1 une suite exate de k-groupes rédutifs. Soit
G2 un shéma en groupes plat de type ni étendant G2 sur Spe(Ok,S0). On note G1 l'adhérene
shématique de G1 dans G2 et G3 le quotient de G2 par G1. Alors G3 est un shéma en groupes plat
de type ni, et on a les inégalités suivantes :
lS0(G3) ≤
|X1(G2)|
|X1(G3)|
|Pi(G1)|lS0(G2)
et
lS0(G3) ≤
|X1(G2)|
|X1(G3)|
|Pi(G1)|
|Pi(G2)/Pi(G3)|
lS0(G2)
Plus préisément, il existe un entier M(G2) ≥ 1 tel que
lS0(G2) = M(G2).
|X1(G3)|
|X1(G2)|
1
|Pi(G1)|
lS0(G3)
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Démonstration : On sait que G1 est un sous-shéma en groupes plat de type ni distingué dans G2.
Alors par [DG70℄, exposé VI
B
, proposition 9.2, et grâe au théorème 4.C. de [Ana73℄, le quotient
G2/G1 est représentable par un Spe(Ok,S0)-shéma en groupes plat de type ni G3.
On onsidère alors la suite exate suivante (voir par exemple [San81℄, orollaire 6.11) :
Pi(G3)→ Pi(G2)→ Pi(G1)→ Bra(G3)→ Bra(G2)→ Bra(G1)
On en déduit alors la suite exate suivante :
Pi(G3)→ Pi(G2)→ Pi(G1)
′ → BrS0a,nr(G3)→ Br
S0
a,nr(G2)
où Pi(G1)
′
est un sous-groupe de Pi(G1). Le orollaire est alors une onséquene direte du théo-
rème 4.2, en exprimant les ardinaux des groupes apparaissant dans ette suite exate en fontion
des nombres de lasses respetifs.
Exemples : Le orollaire préédent fournit entre autres les as partiuliers suivants :
 Si G est un k-groupe rédutif, et si G est un shéma en groupes plat de type ni étendant G
sur Spe(Ok,S0), on note G
tor
le quotient de G par l'adhérene de Gss. C'est un shéma en
groupes plat de type ni sur Spe(Ok,S0 ), dont la bre générique est le tore G
tor := G/Gss.
Alors on a l'inégalité
lS0(G
tor) ≤
|X1(G)|
|X1(Gtor)|
|Pi(Gss)|lS0(G )
et même
lS0(G ) = M(G ).
|X1(Gtor)|
|X1(G)|
1
|Pi(Gss)|
lS0(G
tor)
pour un entier M(G ) ≥ 1.
 Si G est un groupe rédutif, tel que Gss est simplement onnexe, alors ave les notations du
point préédent, lS0(G
tor) divise lS0(G ), et on dispose même d'un morphisme anonique
surjetif
ClS0(G )→ ClS0(G
tor)
 Si 1 → Z → H → G → 1 est une z-extension de G, et si H est un shéma en groupes plat
de type ni étendant H sur Spe(Ok,S0), alors on a un morphisme anonique surjetif
ClS0(H )→ ClS0(G )
Un as partiulier du théorème 4.2 est elui des tores :
Corollaire 4.5. Soit T/k un tore algébrique. Soit S0 un ensemble ni de plaes ontentant les
plaes arhimédiennes. Alors on a une dualité parfaite de groupes nis
ClS0(T )×H
2
nr,S0(k, T̂ )/X
2(T̂ )→ Q/Z
où H2
nr,S0
(k, T̂ ) est le sous-groupe de H2(k, T̂ ) formé des éléments α tels que αv = 0 si v ∈ S0 et
αv est orthogonal à T (Ov) pour v /∈ S0. En partiulier, si T a bonne rédution hors de S0, on
obtient
H2
nr,S0(k, T̂ ) =
{
α ∈ H2(k, T̂ ) : αv = 0 si v ∈ S0 et αv non ramié si v /∈ S0
}
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Exemples : Un alul immédiat à l'aide du orps de lasses de Hilbert montre que e orollaire
est ohérent ave le fait bien onnu que ClS∞(Gm) est isomorphe au groupe des lasses d'idéaux
de k.
Un autre as partiulier du théorème 4.2 est le suivant :
Corollaire 4.6. Soit G un k-groupe semi-simple de groupe fondamental B. Soit G un Spe(Ok)-
shéma en groupes plat de type ni étendant G. Alors on a une dualité parfaite
ClS0(G )×H
1
nr,S0(k, B̂)/X
1(B̂)→ Q/Z
où H1
nr,S0
(k, B̂) est l'ensemble des α ∈ H1(k, B̂) tels que αv est orthogonal à l'image de G(kv)
dans H1(kv, B) si v ∈ S0, et αv est orthogonal à l'image de G (Ov) si v /∈ S0.
Terminons ette partie par une remarque sur le morphisme de normes déni dans [Tha08℄ (voir
théorème 14 de [Tha08℄). À l'aide des résultats préédents, on peut montrer le théorème suivant :
Théorème 4.7 (Thang). Supposons que G soit un shéma en groupes rédutifs sur Ok,S0 . Alors
pour toute extension nie L/k, il existe un homomorphisme anonique et fontoriel en G :
NL/k : ClS0,L(GOL)→ ClS0(G )
de sorte que pour une tour d'extensions k ⊂ L ⊂M , on ait
NM/k = NL/k ◦NM/L
Ce morphisme NL/k est induit par le dual du morphisme de restrition usuel sur le groupe de
Brauer ResL/k : Br(G)→ Br(GL), via le théorème 4.2.
Démonstration : En regard du théorème 4.2, il sut de montrer que le morphisme de restrition
ResL/k : Br(G) → Br(GL) envoie bien le sous-groupe Br
S0
a,nr(G ) de Br(G) dans le sous-groupe
Br
S0,L
a,nr (GOL) de Br(GL). Et e fait est une onséquene immédiate des deux résultats suivants :
 l'existene d'un morphisme de orestrition H1
ab
(Ow,G )→ H1
ab
(Ov,G ) pour toute plae w de
L divisant une plae v de k hors de S0 (voir par exemple [Del79℄ et [AGV73℄, exposé XVII,
setion 6.3).
 la validité du prinipe de orestrition pour le morphisme d'abélianisation ab
0 : G(kv) →
H0
ab
(kv, G) pour v ∈ S0 (voir par exemple [Del79℄ ou [Tha02℄).
5 Une suite de Poitou-Tate non abélienne
On se propose dans ette setion de démontrer l'existene d'une suite de Poitou-Tate pour un
groupe linéaire onnexeG/k, fontorielle enG, et qui est ompatible, via les èhes d'abélianisation,
à la suite exate de Poitou-Tate pour le omplexe de k-tores CG = [T
s
G → TG] (voir théorème 6.1
de [Dem09℄).
Conernant la dénition et les propriétés de base de l'ensemble de ohomologie non abélienne
H2(k,G), on renvoie à [FSS98℄, setion 1, ou alors à [Bor93℄. On rappelle que l'ensemble H2(k,G),
lorsqu'il est non vide (e qui est le as ii), est un espae prinipal homogène sous le groupe
H2(k, Z(G)) (pour une ation naturelle, notée +), Z(G) étant le entre de G. Ainsi, si η, η′ ∈
H2(k,G), il existe un unique z ∈ H2(k, Z) tel que z+η′ = η ; on note alors z := η−η′. On onsidère
alors le omplexe de k-groupes ommutatifs C := [Zs → Z], quasi-isomorphe à [T s → T ]. On a un
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morphisme naturel j∗ : H
2(k, Z) → H2(k, C), et si n(G) ∈ H2(k,G) est la lasse neutre assoiée
à la k-forme G, on a par dénition ab2(η) := j∗(η − n(G)) ∈ H2
ab
(k,G) := H2(k, C) (voir [Bor93℄,
setion 5.3).
Dénissons une relation d'équivalene ∼ sur le H2 non abélien d'un k-groupe onnexe G de
entre Z : soient η, η′ ∈ H2(k,G). On dira que η et η′ sont équivalents lorsque η − η′ ∈ H2(k, Z)
est dans l'image du obord δ : H1(k,G/Z)→ H2(k, Z). La lasse déquivalene de la lasse neutre
n(G) assoiée à la k-forme G est don exatement l'ensemble des lasses neutres de H2(k,G) (voir
[Bor93℄, théorème 5.5). On vérie alors (voir [Bor93℄, setion 5) que l'on a la relation suivante :
η ∼ η′ si et seulement si ab2(η) = ab2(η′) ∈ H2
ab
(k,G), don il est lair que ∼ est une relation
d'équivalene.
Enn, on rappelle que UPi(G) est déni omme le omplexe de modules galoisiens (en degrés
−1 et 0)
UPi(G) := [k(G)∗/k
∗
→ Div(G)]
qui est quasi-isomorphe au dual du omplexe de k-tores [T sG → TG] par le orollaire 2.20 de [BvH09℄
(TG et T
s
G sont des tores maximaux de G
red
et Gs). On obtient alors le résultat suivant :
Théorème 5.1. Soit G/k un groupe linéaire onnexe.
 Alors on a une suite exate naturelle d'ensembles pointés (la première ligne est une suite
exate de groupes), fontorielle en G :
(BraG)
D

P 0(k,G)oo P 0(k,G)Braoo 0oo
H1(k,G) // P 1(k,G) // (Pi G)D

0 (k[G]∗/k∗)Doo
⊕
v∈Ωk
H2(kv, G)/ ∼oo H2(k,G)/ ∼oo
et ette suite est ompatible ave la suite exate de Poitou-Tate pour le omplexe de k-tores
CG = [T
s
G → TG] du théorème 6.1 de [Dem09℄, via les appliations d'abélianisation ab
i
G :
Hi(., G)→ Hi(., CG).
 Si de plus G vérie que GiS0 :=
∏
v∈S0
Gi(kv) est non ompat pour tout k-fateur presque
k-simple Gi de Gs, alors on peut identier P 0(k,G)Bra à GsuS0 G(k).
 Dans tous les as, on dispose de la suite exate duale de groupes abéliens :
0 // Ĝ(k)∧ //
(∏′
Ĝ(kv)
)∧
// H2
ab
(k,G)D

H1
ab
(k,G)D

∏
v∈Ωk
Pi(Gv)oo Pi(G)oo
Bra(G) //
(∏′
v Bra(Gv)
)
tors
//
(
H0
ab
(k,G)D
)
tors

0 Ker(ρ)(k)Doo P2(k,UPi(G))oo H2(k,UPi(G))oo
où le produit restreint
∏′
v Bra(Gv) est onsidéré par rapport aux sous-groupes H
1(Ov, [T̂G →
T̂ sG ]).
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Exemples :
 Si G = T est un k-tore, on obtient la suite de Poitou-Tate "usuelle" pour les tores (voir par
exemple [HS05℄, théorème 5.6 ou [Dem09℄, théorème 6.1) :
H2(k, T̂ )D

P 0(k, T )oo T (k)oo 0oo
H1(k, T ) // P 1(k, T ) // H1(k, T̂ )D

0 H0(k, T̂ )Doo P 2(k, T )oo H2(k, T )oo
Et la suite duale orrespond exatement à la suite de Poitou-Tate pour le module des ara-
tères de T :
0 // T̂ (k)∧ // P 0(k, T̂ )∧ // H2(k, T )D

H1(k, T )D

P 1(k, T̂ )oo H1(k, T̂ )oo
H2(k, T̂ ) // P 2(k, T̂ )
tors
// (T (k)D)
tors
// 0
et fournit l'isomorphisme H3(k, T̂ ) ∼= P 3(k, T̂ ).
 Si G est semi-simple simplement onnexe, dans le as non ompat, ette suite se déoupe
en trois isomorphismes :
G(k).GS0 = P
0(k,G)
qui n'est autre que le théorème d'approximation forte pour G,
H1(k,G) ∼= P 1(k,G)
qui traduit le prinipe de Hasse et l'approximation faible pour G, et
H2(k,G)/ ∼∼=
⊕
v
(
H2(kv, G)/ ∼
)
qui traduit le prinipe loal-global pour le H2 non abélien. Quant à la suite duale, tous ses
termes sont nuls.
 Si G est semi-simple (toujours dans le as non ompat), de groupe fondamental B, la suite
de Poitou-Tate devient
H1(k, B̂)D

P 0(k,G)oo GsS0G(k)
oo 0oo
H1(k,G) // P 1(k,G) // B̂(k)D // 0
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et un isomorphisme H2(k,G)/ ∼∼=
⊕
v
(
H2(kv, G)/ ∼
)
. Quant à la suite duale, 'est exate-
ment la suite de Poitou-Tate pour le module ni B̂ :
H2(k,B)D

P 0(k, B̂)oo B̂(k)oo 0oo
H1(k, B̂) // P 1(k, B̂) // H1(k,B)D

0 B(k)Doo P 2(k, B̂)oo H2(k, B̂)oo
ave l'isomorphisme H3(k, B̂) ∼= P 3(k, B̂).
 Si G vérie les hypothèses du théorème 5.1, si T = Gtor désigne le quotient torique de G,
alors les suites de Poitou-Tate de G et de T sont ompatibles au morphisme G→ T .
Démonstration : On remarque d'abord que l'on peut supposerG rédutif pour prouver le théorème.
L'exatitude des deux premières lignes résulte de la setion préédente (voir théorème 3.19) et
de la suite exate de Kottwitz-Borovoi démontrée dans [Bor98℄, théorème 5.16, et qui se déduit de
la suite de Poitou-Tate du théorème 6.1 de [Dem09℄ par abélianisation.
Reste à montrer l'exatitude de la suite (d'ensembles pointés) suivante :
0→ K → H2(k,G)/ ∼→
⊕
v
(
H2(kv, G)/ ∼
)
→ H−1(k, Ĉ)D → 0
et à identier le noyau K (qui est seulement un ensemble pointé a priori) ave le groupe abélien
X
2(C).
Tout d'abord, montrons que la èhe de loalisation H2(k,G)/ ∼→
∏
vH
2(kv, G)/ ∼ a bien
son image ontenue dans
⊕
v H
2(kv, G)/ ∼. Prenons η ∈ H
2(k,G), et notons η′ := ab2(η) ∈
H2
ab
(k,G) = H2(k, C). Alors (η′v) ∈ P
2(k, C), et on sait que P2(k, C) =
⊕
v H
2(kv, C) ar
Hi(Ov,S ) = 0 pour tout Ov-tore S et tout i ≥ 2, ar Hi(Ov,S ) ∼= Hi(Fv,S ×Ov Fv) et
Fv est de dimension ohomologique 1. Ainsi pour presque toute plae v, ab
2(ηv) = 0 ∈ H2(kv, C),
don par le théorème 5.5 de [Bor93℄, ηv ∈ H2(kv, G) est neutre pour presque toute plae v, don
(ηv) ∈
⊕
vH
2(kv, G)/ ∼. Don l'appliation H2(k,G)/ ∼→
⊕
vH
2(kv, G)/ ∼ est bien dénie. On
remarque ensuite que la èhe d'abélianisation ab
2
envoie K dans X2(C). En outre, par dénition
de la relation ∼ sur H2(k,G), l'appliation K
ab
2
−−→ X2(C) est injetive (e qui est plus fort que
de dire qu'elle est de noyau trivial). Montrons sa surjetivité. Soit α′ ∈ X2(C), et onsidérons le
diagramme suivant :
H2(k, Z) //
j∗

P 2(k, Z)

H2(k, C) //

P2(k, C)

H3(k, Zs)
≃ // P 3(k, Zs)
(2)
Par hypothèse, α′ s'envoie sur 0 dans P2(k, C), don aussi dans H3(k, Zs). Par exatitude de la
première olonne, α′ se relève don en α˜ ∈ H2(k, Z). Alors ab2(α˜+ n(G)) = α′, et si l'on regarde
l'image β de α˜ + n(G) ∈ H2(k,G) dans P 2(k,G), on onstate que ab2(β) = 0 dans P2(k, C), et
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don β est neutre loalement partout, e qui signie exatement que α := α˜ + n(G) ∈ K. On a
don trouvé α ∈ K relevant α′. Don l'appliation ab2 : K
≃
−→X2(C) est une bijetion. Montrons
maintenant l'exatitude en
⊕
vH
2(kv, G)/ ∼. Soit don α ∈
⊕
vH
2(kv, G)/ ∼ d'image nulle dans
H−1(k, Ĉ)D. On regarde le diagramme suivant :
H2(k,G)/ ∼ //

⊕
vH
2(kv, G)/ ∼ //

(k[G]∗/k∗)D
=

H2(k, C) // P2(k, C) // H−1(k, Ĉ)D
dont on sait que la seonde ligne est exate (voir théorème 6.1 de [Dem09℄). Soit alors (αv) ∈∏
vH
2(kv, G) relevant α, don d'image nulle dans (k[G]
∗/k∗)D. On pose (α′v) := ab
2(αv) ∈
P2(k, C). Par exatitude de la seonde ligne, (α′v) provient d'un élément α
′
de H2(k, C). Comme
plus haut, on érit (αv) = (ηv) + (n(G)v) ave (ηv) ∈ P 2(k, Z) : alors ave le diagramme (2), α′
s'envoie sur 0 dans H3(k, Zs), don α′ = j∗(η
0) pour un ertain η0 ∈ H2(k, Z). Alors l'élément
α0 := η0 + n(G) ∈ H2(k,G)/ ∼ s'envoie sur α ∈
⊕
v H
2(kv, G)/ ∼ par injetivité de la èhe⊕
vH
2(kv, G)/ ∼→ P2(k, C).
Reste à montrer la surjetivité de la èhe
⊕
vH
2(kv, G)/ ∼→ (k[G]∗/k∗)D. Pour ela, on utilise
la surjetivité de la èhe P2(k, C)→ H−1(k, Ĉ)D (voir théorème 6.1 de [Dem09℄). Or pour toute
plae v, l'image de ab2 : H2(kv, G) → H2(kv, C) est exatement Im(H2(kv, Z)
j∗
−→ H2(kv, C)) ;
ette image est exatement H2(kv, C) si v est une plae nie, mais elle peut être plus petite si v
est innie. On onlut de la façon suivante : soit δ ∈ H−1(k, Ĉ)D. On sait qu'il existe c ∈ P2(k, C)
d'image δ dans H−1(k, Ĉ)D. Notons c∞ ∈
∏
v∈S∞
H2(kv, C) la omposante de c aux plaes in-
nies. On sait que le morphisme H2(k, C) →
∏
v∈S∞
H2(kv, C) est surjetive (par dévissage, en se
ramenant au as des tores). Ainsi c∞ se relève en c
′ ∈ H2(k, C). Notons c′′ := c − c′ ∈ P2(k, C).
Alors c′′∞ = 0 et c
′′
s'envoie sur δ dans H−1(k, Ĉ). Alors c′′ se relève dans
⊕
vH
2(kv, G)/ ∼ en un
élément g dont l'image dans (k[G]∗/k∗)D est exatement δ, e qui onlut la preuve.
6 Points entiers sur les torseurs sous un groupe linéaire
Dans ette setion, on applique les résultats de la setion 3.2 pour étudier l'obstrution de
Brauer-Manin entière sur un torseur sous un groupe linéaire onnexe.
Théorème 6.1. Soit X un O-shéma plat, dont la bre générique X est un torseur sous un
k-groupe linéaire onnexe G. Soit S0 un ensemble ni de plaes de k tel que G
i
S0
:=
∏
v∈S0
Gi(kv)
est non ompat pour tout k-fateur presque k-simple Gi de Gs.
Soit alors un ensemble ni S de plaes de k ontenant S0. On suppose qu'il existe un point
(Pv) ∈ X (AS) qui est orthogonal au groupe Br1(X). Alors il existe un point dans X (OS) qui
est arbitrairement prohe de Pv pour v ∈ S \ S0 non arhimédienne, et dans la même omposante
onnexe de X(kv) pour v ∈ S réelle.
En partiulier, si S0 ⊂ S∞ et si (Pv) ∈ X (AO), alors X (O) 6= ∅.
Démonstration : On sait que X(Ak)
Bra 6= ∅, don par le orollaire 2.5 de [Bor96℄, X(k) 6= ∅. Don
X est k-isomorphe à G. On onlut alors grâe au orollaire 3.20, à la manière du théorème 4 de
[Har08℄.
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